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1. — Soit ABC un triangle de référence; X,{a, vies distances 
d*un point M aux trois sommets. Ce sont ces distances, et non 
leurs carrés, que nous appellerons coordonnées tripolaires de M. 

I. — Équations de la droite et du cercle. 

2. Théorème I. — En coordonnées tripolaires y U équation 
du second degré, 

(1) f(X, (JL, v) =^ 1X« + m|x* 4- nv« + q = 0, 

qui ne contient que les carrés des coordonnées et une constante^ 
représente toujours un cercle ou une droite: un cercle, quand on a 

(2) 1 4- m 4- n 7^ 0; 
une droite, dans le cas contraire. 

En effet, rapportons la ligne à des axes rectangulaires quel- 
conques. Puisque X est la distance de deux points A, M, don- 
nés par leurs coordonnées, on a, en appelant Xa, Y^ les coor- 
données de A, 

(3) X« = (X - Xa)« +• (Y - Y«)«. 

Il y a des valeurs analogues pour \s} et v". Dès lors, en substi- 
tuant dans (l),on obtient 

(4)ç(X,Y)=(/-Hm4-«)(X«+Y«)-2X.S/Xa-2Y.S/Ya4-Q=o. 

Donc... 

Nous représenterons 1+ m + n par S', ou par 23/; et 

a 4- p 4- Y par <y. 
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3. Remarques. — 1® L'équation (1) est Téquation la plus 
générale des cercles ou des droites. Or, pour S' :?i o, on peut 
imposer trois conditions, et, pour S' = o, il en reste deux. 

2<» La transformation montre que la position du centre du 
cercle dépend de /, m, n, mais non de q. Il en est de même de 
Ua direction de la droite. 

3<^ Dans le cas de S' 7^ o, '^ '^/ ^^ représente la puissance 
du point M par rapport au cercle. En effet, cette puissance 
est &^ ; or, l'on a cp(X, Y) = f(l,^,.). 

Dans le cas de S' = o, f(k, [f^, v) est, pour la même raison, 
proportionnel à la distance 8 de M à la droite. 

Le théorème I et les conséquences précédentes subsistent 
pour les coordonnées multipolaires; c'est-à-dire, quand on rem- 
place le triangle de référence par un polygone de référence. La 
démonstration est identique. Il en est de même du théorème II, 
en donnant une extension analogue aux coordonnées barycen- 

triques. 

4. Théorème II. — ^° Quand l'équalion (I) représente un 
cercle, son centre 0' a ses coordonnées barycentriques proportion- 
nelles à 1, m, n; 2^ Quand c'est une droite (considérée comme 
un cercle), il en est de mê'ne de son centre; ou encore, cette droite 
est perpendiculaire à kkl dont le pied a ses coordonnées barycen- 
triques proportionnelles à m ef n . 

La seconde partie n'est que l'application de la première; et 
celle-ci s'établit en remarquant que les coordonnées rectan- 
gulaires du centre sont, d'après l'équation (4) 

(0) X --g^, Y - g, . 

5. Conséquences. — l'^Delà, unmoyenimmédiàtdedéter- 
miner o-éométriquement le centre du cercle, ou la direction de 
la droite. Si, de plus, on veat calculer les coordonnées du 
centre, on appliquera à /, m, n une formule ultérieure de trans- 
formalion (21). 
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2** Comme on connaît d'avance les coordonnées barycen- 
triques des points remarquables, ou des points qui se déduisent 
d'un point donné M, il s'ensuit qu'on peut écrire immédiatement 
V équation générale : soit, des cercles qui ont pour centre un point 
remarquable; soit, des droites A perpendiculaires à la droite 
AMo joignant A à un point remarquable. Pour ces droites A, les 
coefficients directeurs sont 

- (Po 4- Yo), po, Yo. 
3° Ce qui précède montre que les coordonnées barycentriques 
s'introduisent nécessairement dans l'étude des tripolaires; 
nous constatons aussi, dès maintenant, que la théorie de la 
droite peut toujours se faire, en la regardant comme un cercle 
limite. 

6. — Nous venons de voir que l'équation d'une droite A 
donne sa direction. Voici comment on peut obtenir certains 
points : 

1® Coupons parla méiiatrice; c'est-à-dire par le lieu pour 
lequel ja* = v*. L'équation donnée devient, à cause de 
m -h n = — l, 

A* + (m -?- n)a« -h q = o, ou (6) X» - (jl« = ^7^- 

V 

Or, on sait que ce lieu est une perpendiculaire à AB. On a 
facilement les distances >, (x de son pied, à A et B, en rempla- 
çant, dans l'équalion, une de ces distances, par sa valeur tirée 
de la relation 

0) X + [/. = c, 

qui s'applique aux trois régionsdela droite indéfinie qui passe 
par les points A, B; pourvu qu'on affecte X et (x do signes con- 
venables. On a donc un point de A par l'intersection de per- 
pendiculaires à deux côtés de ABC. 

^ Voici un second procédé. Coupons par le cercle 

Ik* -+- mtjL» = o, 
qui a son centre sur AB, et dont ont on détermine les intersec- 
tions avec AB, en se servant encore de la relation (7). La droite 
donnée est rencontrée, par ce cercle, sur un autre cercle de 
centre G : 

nv* -H ç = o. 
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IL — Puissance du point, 

7. Théorème III. — Quand un cercle de centre 0' et de 
rayon R' est représenté par Véquation (1), la constante est don- 
née par la formule 

(8) |^ = Ôâ*^- R« -R'^ 

En effet, appliquons un corollaire précédent (3), pour 
calculer la puissance de par rapport au cercle 0'; nous 
avons 

S' S' S' 

8. Cas particuliers. — l*^ Quan l le cercle passe par 0, 
00' = R' et dès lors 

(9) g = - R«S'. 

On le vérifie facilement, en substituant les coordonnées de 0. 

2® La relation q = o caractérise les cercles orthogonaux au 
cercle 0. En effet, dans ce cas, on a 

ÔÔ'^ = R2 + R'2. 

3** Parla même, si le cercle dégénère en droite, g = o carac- 
térise les droites orthogonales au cercle 0, c'est-à-dire ses 
diamètres. 11 est facile de le vérifier comme dans 1**. 

hP Pour le cercle circonscrit, on a 00' — o, R = R'; d'oli 

g = - 2R2S'; 
et dès lors l'équation est, d'après (4), 

(10) SX« sin 2 A - 2R*S sin 2A = o. 
Mais, comme on a 

(11) 2S = R«2 sin 2A, 
l'équation devient 

(12) SX» sin 2A = 4S, 
ou l'équation équivalente 

(13) SX^acosA^ ahc. 

S® Plus généralement, pour tout cercle concentrique au cercle 
circonscrit, on a 00' = o ; d'où 

q =(-R« - R'»)S'. 
L'équation du cercle est donc d'après (4) : 

SX» sin 2A - (R* -h R'»)S sin2A - o, 
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OU 

(14) SX» sin 2 A = ^, . 2S. 

6*^ Le théorème III, ses trois premières conséquences et le 
théorème IV subsistent en coordonnées multipolaires si le 
polygone de référence est inscriptible dans un cercle. On est 
averti de cette restriction par la présence de R. Les consé- 
quences 4 et 5 exigent, de plus, qu'on remplace les angles 
A, B, C par les angles 1/2 A', ... sous lesquels les côtés du 
polygone sont vus de son centre 0. 

9. Théorème IV.—- L'expression ^(oîi Ton pose <ro = 

*o + Po + Yo) représente la puissance du point Mo par rapport au 

cercle circonscrit. 

En effet, SaoX' = o représente un cercle de centre M© et ortho- 

Sa X^ 
gonal au cercle (8, 2^). Gomme — est, au signe près, la 

puissance de son centre, c'est le carré du rayon, ou R'". Mais, 
puisque les deux cercles sont orthogonaux, R'* = OMo — R'> 
c'est-à-dire égale la puissance de Mopar rapport au cercle 0. 

10, Corollaire. — On a toujours, entre les diverses coor- 
données d'un même point, l'égalité 

/A ^\ v-i • Sa*py — Sa*6c cos A 4- (ïSate cos A 

Car M. Plamenewsky a donné (J. E. 1888, p. 102) la formule 
barycentrique (*) 

(16) ÔM^-Ra^«5£!Ël, 

et le numérateur de cette expression se transforme identique- 
ment dans le suivant (**). 

(*) On peut y arriver rapidement, en partant de Téquation du cercle 
circonscrit Sa*py = o. La puissance de M(a,p,Y) égale le premier membre 

multiplié par la constante -• On en trouve la valeur, en amenant M 

au milieu de BC(o, ->- ) , <r restant constant pendant le mouvement. 

2 2/ 

(**) Pour cela on prouve que 

2Py =— (P*-+-y» — a*) 4- <7(P H- Y — a), 
ce qui se fait en partant de a + ? -h y — <r. On multiplie les deux 
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11. — Étant donné un point Mo,(ao,.,.)»cherchonsréquation 
de ce point considéré comme cercle évanouissant (nous dirons 
plus rapidement :. Téquation évanouisssanio du point). C'est 

(17) SaoX» - SaoV = 0. 

Car l'équation représente un cercle et elle est vérifiée par 
les coordonnées du centre. 

12. Corollaire. — De là nous pouvons tirer sous quatre 
formes différentes l'expression de la distance d de deux points 
M, Mo. La première formule est 

(18) rf> ^ ^«0^' - ^^o^o' ^ ^^o(^' - ^o') 

Elle s'établit en égalant deux expressions de la puissance 
de M par rapport au cercle évanouissant Mo. Elle suppose 
qu'on connaît à la fois, pour un des points Mo, ses coordon- 
nées barycentriques et tripolaires. Les formules de transfor- 
mation que nous donnerons plus lard permettent de supposer 
qu'on a cette connaissance simultanée (voir, pour Tune d'elles 
13, %'). 

La seconde formule ne diffère de la première que par Té- 
change des points M et Mq. On a 

(19) d. = ^'V - ^'^ ' = ^'(v - -•) . 

Ces formules sont vraies pour les coordonnées multipolaires. 
Mais l'expression (30) que nous allons tirer de (16) suppose 
que le polygone de référence est inscriptible et qu'il n'y a 
dans la dernière fraction que trois quantités a p, y. Ce sont 
celles qu'on obtient en détachant du polygone tel triangle 
partiel de référence qu'on voudra, à l'aide de côtés et de dia- 
gonales. 

Les deux autres formules s'obtiennent en remplaçant 53ao>o* 
ou SaX* par leurs valeurs tirées de (13). La formule (19) devient 
ainsi 

(20) d« = ?^'-5^^ 



a» 



membres par a, ^ ou y et, des Irois équations ainsi obtenues, on tire ^^ 
Le numérateur peut encore s^ccrire 

2S( — Sa* cotg A 4- ffSa cotg A), 
k cause de Pégalité 6c cos A == 2S cotg A. 
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13. Remarques. — 1® Ces formules permettent de passer 
d'un système tripolaire à un autre. Les valeurs de d sont les 
nouvelles coordonnées. 

2*' La formule (20) doit être considérée comme donnant d 
en coordonnées barycentriques. En effet, on peut remplacer 
Xq, . . . par leurs valeurs au moyen d'une formule de transfor- 
mation que voici (*) : 

(21) aU» = c*^* 4- 6*Y» + 2bcpy cos A. 

Si donc on veut avoir d sous une forme simple, les coor- 
données tripolaires et barycentriques doivent se trouver 
réunies dans la même formule. 

3<* Si d est donné, la relation (18) représente un cercle de 
centre Mo et de rayon d. Il en est de même de (20) en coor- 
données barycentriques. 

4<* On voit qu'on peut calculer la distance de deux points 
remarquables quelconques; et cela à Taide d'une formule où 
les trois coordonnées sont traitées symétriquement. 

14. Application. — Cherchons MO. La formule (19) donne, 

en simplifiant comme au n® 8 (4<*), 

-— , SX» sin 2 A - R«S sin 2A. 

M0- = =r-: 

Z sin 2A 

(22) = ~SX«sin2A - R«. 

2S 

Les formules (19) et (20) donnent 

, R«Sa - SaX« SaX» 

(23) MO' = ^—^ — - = R* - -^, 

et, par suite, 

a' 



(24) MO' = R« ^ 



(*) Oq peut y arriver par un calcul analogue à celui que donne M. Pla- 
menewski pour une formule voisine (J. E. 1888, p. 102). — On obtient 
directetnent la formule (20) en partant de Télégante équation baricentri- 
que des cercles, donnée par M. de Longehamps [J. S. 1886, p. 57); 

(jSMa — Sa*PY = o, 
qui devient Téquation évanouissante de M., pour u = X«*, v = ji,» 
w = v.^ D'ailleurs, la puissance de M égale le premier membre multi- 
plié par — (car, pour M venant en A, il se réduit à Wd'j. Pour obtenir 

la ormule (20) il n'y a plus qu*à calculer la puissance de M par rapport, 
au cercle M». 

JOURNAL DE MATH. SPÂC. ^ 1889. 1 . 
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15. — Connaissant réqaalion d'un cercle^ on peut calculer son 
rayon. Car, de (8) on tire 

(28) R'« = ^ J, 4- (ÔÔ"^ - R«). 

Or, nous venons de donner trois expressions de MO; on peut 
les appliquer à 00'. En prenant la dernière, nous avons R'*, 
en fonction des coefficients : 

(26) R'. == Ii; _ 5|j-«; 

ce qui permet d'introduire R' dans l'expression de la puissance 
de M (3) : 

(27) UO'* - R'* = C!^ = -=MÈ^^=.. 

V — gS' — Ha^mn 

16. — Une transformation, ci-dessus indiquée (10), montre 
que, sous le radical, l'expression — Sa*mn, que nous repré- 
senterons par f, peut ètra remplacée par 

(28) S/«6c cos A - S'S/6c cos A, 
qu'on peut écrire 

(29) 2S(Si* cotg A - S'S/ cotg A). 



DEUXIEME NOTE D'ALGEBRE 

Par M. liucien ïïjéwjé 



Dane le numéro de décembre 1888, nous avons montré que 
réquation de toute courbe ^ (x, y) = o qui passe par les points 
communs à deux courbes f=o,<f = o peut être mise sous la 
forme 

^:=:Af-h BF = o 
A et B étant des polynômes entiers en x et y. La démonstra- 
tion suppose les points simples, n'ayant entre eux aucune rela- 
tion de position particulière, et les courbes aussi absolument 
indépendantes entre elles. Or les points d'intersection des 
deux courbes sont bien en général quelconques : par exemple 
les points d'intersection de deux coniques, les points communs 
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à deux droites, à une droite et à une conique, etc. Mais cela 
n*a pas toujours lieu : ainsi, deux cubiques qui passent par huit 
points ont toujours un neuvième point commun qui est déter- 
miné quand les huit premiers le sont. Donc, le nombre de con- 
ditions à exprimer pour qu'une cubique passe par les points 
communs à deux autres cubiques est huit, et non neuf. Notre 
démonstration ne conviendrait pas à ce cas. En voici une de 
M. Picard qui convient toujours. 

Soit p le degré de /* = o, 
q celui de F = o, 

Supposons en outre que les axes de coordonnées ne soient 
parallèles à aucune direction asymptotique de/*= ooude 
cp = o, ni à aucune droite joignant deux des points d^inter- 
section de ces courbes. 

D'abord en tirant y^ do l'équation f = o, on peut toujours 
mettre ^ sous la forme 

tj; sep + M/*+NF, 
<p étant un polynôme du degré p + g' — i au plus en y. Il suf- 
fit d'étudier la forme d'un polynôme 9 de degré p -hq — i en 
y s'annulant aux points communs à /*= o et à F = o. 

Gela posé, soit R(a:) le résultant des deux polynômes en y, f 
et F. On peut toujours déterminer de deux polynômes ; u{x^y), 
de degré q — i eny ; ett;(cc,j/), de degré p — i en i/, tels qu'on 
ait 

(A) R(a')(p(a?,y) = w/* -+- vF. 

Soit maintenant x^^ y^ un point commun aux deux courbes 
/* = o, F = o. Je dis que u[x^, j/j) = o. En effet, les deux 
polynômes /*(a;i, y), F(cci, y) ayant un diviseur commun j/ — y^j 
R(a;i) = o, c'est-à-dire que K(a;) est divisible par x — x^. 
D'autre part 

9(^» j/) = (^ - ^iWx^^u Vi) + {y - vM'yi^i^ ïj) -+- • • • 

Donc le premier membre ne contient pas de termes du pre- 
mier degré en a? — a?! ; il en est de même du second. Or, posons 
u = u{Xi, i/i) -H (x - x^)u^^{x^, y,) + (!/ - î/i)uy^ (x^, yi) + ... 
V = v(a?i, yO -h (x - xOv<,^{x^,y) 
/• = (a? - TiVx, + (y - 2/1)/*;, -f . 
F = (X - x,)K^ -I- (1/ - y,)F'y^ + 
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Les termes du premier degré dans uf -h vF doivent dispa- 
raître, donc 

«(^1, J/i) X fx, + t;(a?i, yj x FL^ = o, 

w(^i» Vi) X /"i, -4- t;(a;i, yj X F;^ = o; 

comme le déterminant de ces deux équations n'est pas nul, 

puisque le point x^,y^ est simple sur chaque courbe et que ces 

courbes ne sont pas tangentes, il en résulte 

w(a?i, Vi) = o, v{x^, y,) = o, 

ce que nous avions supposé. 

Faisons alors x = Xi daus Tidentité (A), elle devient 

o r^ u(xi, y)/(x„ y) + v{x^, yW{x„ y). 
La courbe F(cci, y) = o ®8^ coupée par la droite a; = a^i en 
q points, d'ordonnées 

' y = yu 

y = 2/51 
• • • 

y = yqy 

et, comme /(aji, y^) = o, on ne peut avoir, à cause du choix 
des axes, f{Xiy y^) = o. On a donc 

wK, t/i) = o, 

î*(^i, y 2) = o, 

w(aîi, y«) == o. 



w(a?i, t/,) = o, 
c'est-à-dire que le polynôme de degré q — i en y, v^x^y y), 
s'annule pour q valeurs d'i/ : il est donc identiquement nul et 
u{x, y) est divisible par x — x^,J)q même, v(Xf y) est divisible 
par X — a?i, et Ton peut simplifier l'identité (A) en divisant ses 
deux membres par x — x^. Après toutes les simplifications 
analogues, il restera 

9(a;,y)-:A/-+B.F. 

C. Q. F. D. 

Nota. — Ceux de nos lecteurs que la question intéresse, la 
trouveront traitée, pour le cas des points multiples, dans un 
remarquable mémoire de Nôther (t. VI des Mathcmatische 
Annalen), reproduit d'ailleurs dans les Legous de Glebsch sur 
la Géométrie (t. II de l'édition française). 
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SUR LA CONVERGENCE DES FONCTIONS FAGTORIELLES 

Par M. €}• de lioni^ehamps* 



Nous nous proposons, dans cette note, d'établir le critérium 
connu, relatif à la convergence d'une fonction factorielle; 
celle-ci étant constituée par un nombre infini de facteurs. Si 
nous ne nous trompons, quelques inexactitudes se sont glis- 
sées dans la démonstration qu'on donne ordinairement (*), 
à ce sujet, et il nous parait nécessaire de dislinguer le cas 
où les facteurs considérés sont plus petits que l'unité, de celui 
011 ils sont, au contraire, supérieurs à l'unité. 

Nous établirons d'abord un lemme nécessaire à la démon- 
stration que nous avons en vue. 

1. Lemme. — Si K est un nombre positifs plus petit que 
l'unité, on a 

(A) _L(i-K) = K4-^^-^; 
et 

(B) L(i +K) = K- e'^î 

0, 6' désignant des quantités comprises entre zéro et Vunité 

(*) Voyez : Bertrand, CakuL différentiel^ p. 409. La formule 

L(i +K) = K--e— , (o <e< i) 

2 

qui sert de base à la démonstration, n'a pas lieu pour des valeurs de K, 
suffisamment petites et négatives ; mais seulement pour des valeurs posi- 
tives de E. 
En effet, en explicitant le signe de E, dans la formule (À), on a 

E' 

— L(i - E) =E+e— . 

2 

Or cette relation est en contradiction avec la formule classique 

x'^ x^ 
— L(i — a?) = a; H \-— ... (a; > o) 

2 6 

de laquelle il résulte 

X- x^ 

— L(i ^ x) ^ X -\ > 03 -H e — . 
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1® La formule 

L(i+a;) = a? h-rr-**' (o<x<i) 

3 3 

prouve que Ton a 

L(i-^x) = x a?* (o < 6' < i). 

2 

2®Siroii considère maintenantledéveloppementde — L(i. —x) 



_, , x^ x^ 

2 3 



La suite 



2 3 



est plus petite que 



X^ X^ I 05^ 

h . .. ^ -. 



2 2 2 I — X 

On a donc 

6 X* 

— L(i — a?) = 05 H • o < 6 < i) 

2 I — 03 

2. Définition. — Imaginons que le terme général Un, 
d'une série, se présente sous la forme d'un produit de fac- 
teurs ; de telle sorte que nous ayons 

Un = 6165165 ... 6n. 

A cette occasion, on peut se demander si ce terme tend vers 
zéro, quand n augmente indéfiniment; ou si^ dans d'autres cas, 
il tend vers une limite finie K ; ou, enfin, s'il croit au delà de 
toute limite. C'est ainsi qu'on peut être amené, à propos des 
séries, à se poser la question de la convergence et celle de la 
divergence des fonctions factorielles. Nous examinerons 
d'abord le cas où les facteurs 6 sont tous compris entre zéro et 
l'unité et nous poserons on = i — an ; a» désignant un nombre 
compris entre zéro et l'unité. 

3. Théorème. — Soit la factorielle 

U, = (i — a,)(i — -a,) ... (I — a„) ... , 
dans laqmlk a^, a,, . . . an . . . désignent des nombres positifs, 
inférieurs à l'unité ; et soit 

Yh = {l — ai)(i — a,) ... (i - CLh). 
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/o Vh tend vers zéro, pour h = oo , quand la série 

(a) oti» a„ ... an...». 

est divergente ; 

2^ Au contraire^ elle tend vers une limite finie, différente de 
zérOj quand cette série est convergente. 

On a 

V„ = (I - aj ... (l - a„), 

et 

V„+p = (i — aj ... (i — a„) ... (i — a„+p); 

par suite, 

LV„+p = L<»V„ H- L(i - L„) -h . . . + L«(i - a„+p). 

Posons 

- ô„,p = L^(i - a„) + . .. + L(i - an+ ); 

nous avons, alors 

(M) 1-Vn4.p = LV„ - ôn,p 

Mais, d'après la formule (A), 

- L(i - an+i) = an+i + -- -— » 

2 I ■— dn^i 

— L(i — a„+2) = an+2 4- -■ 



2 I — an+2 



— L( 1 — a„+p) = a„^ + - 



2 I — an+p 
Ajoutons, il vient, 
(1) 6„,p = (an+i -4- a„+2 ... H- a„+p) 



\2 1 — ttn+l 2 I — a„|.p/ 

Considérons maintenant la série 

et désignons par S^ la somme des h premiers termes; la pre- 
mière parenthèse de (1) représente S„+p - S„. Si la série 
(a) est divergente 

augmente indéfiniment avec p; par suite 6n,p, composée de 
deux parties positives dont Tune, au moins, tend vers Finfini, 
tend vers -h oo , pour p = h- oo . 
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D'après cela, la formule (M) prouve que 

Lim (LV+„p) = — 00 , pour p = oo , 

on a donc 

Lim (Vn+p) = U =0. 

Si nous supposons maintenant que (a) soit une série con- 
vergente, Sn+p — Sn tend vers zéro; quand n etp augmentent 
successivement et indéfiniment. 

D'ailleurs, les termes de la suite 

H -j- . . . 



2 I — a*+'* 2 I — a„+2 

sont, respectivement; plus faibles que les termes correspon- 
dants de la suite convergente 

puisqu'ils sont infiniment petits, par rapport à ces derniers. 
D'après cette remarque, l'égalité (i) donne 

Lim 6„,p = o, (pour n = oo, jo = oo). 
L'égalité (M) prouve que 

a pour limite zéro, quand n et p croissent indéfiniment. Ceci 
établit la convergence de U; et prouve, en même temps, que V 
n'a pas pour limite zéro. Mais il reste à éclaircir ce point 
Posons 

en,p = (l — <*n+l) ... (l — CLn^p) 

Nous avons alors 

et, pour des valeurs de n et de p aussi grandes que nous vou- 
drons le prendre, nous avons prouvé que 

Aj • ^n, p 

état infiniment petit; par suite £„, p diffère de l'unité d'un 
infiniment petit. 

Gela posé, je dis que Y h n'a pas pour limite zéro, quand h 
croit indéfiniment. 

En effet, après avoir donné à n, dans l'égalité ((x), une 
valeur déterminée, on pourrait faire croître p, autant que l'on 
voudrait. Alors, Vn + p deviendrait aussi petit que l'on voudrait, 
tandis que le second membre conserverait une valeur finie; 
en, p étant un nombre variable, mais voisin de l'unité. Gela 
implique contradiction. 
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On voil, par un raisonnement semblable, que Y h, pour 
A = 00 , ne peut pas être infini. 

4. — Il nous reste à examiner le cas de factorielles, dont 
les facteurs sont plus grands que l'unité ; leur convergence 
(ou leur divergence) résulte du théorème suivant. 

Théorème. — Soit la faclorielle 

Up = (I +Pi)(ï 4- p,) ... (i +p„).-v 
dans laquelle ^1,^2, ... fn, . . . désignent des nombres tous positifs^ 
Si l'on pose 

Wh = (i +pi)(i + W ... (1 + M 
Wiiproîl indéfiniment, avec h, si la série 

iP) Pi» p2» . • • Pn, • • . 

est divergente; et l'on peut écrire U = 00. 

Au contraire; si la série (p) est convergente, Whtend vers une 

limite finie, différente de zéro, 

La démonstration de ce théorème est analogue à la pré- 
cédente; il faut seulement s'appuyer sur l'identité 

L(i 4- K)s:K -- K^ 

2 

5. Application. — Soit, par exemple, le produit (*) 

U = (t +9)(i +^») ... (i +9")... (9<i) 
La série 

g, 9% ... 9" . . . 
est convergente; la factorielle considérée est donc convergente. 

6. Remarque. — Nous avons supposé, dans ce qui précède, 
que an et pn avaient pour limite zéro, quand n croissait au delà 
(le toute limite. Dans le cas contraire, il est évident : 

1° Que Ua a pour limite zéro; 2° que Up croit au delà de toute 
limite. 

'*) Catalan, Mélanges malhématiqu^eSf t. I, p. 170. 
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GEOMETRIE DU TRIANGLE 

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M» Emile Vlcarié. 

{Suite, voir p. 242). 



COURBES REMARQUABLES 

83. — Parmi les courbes remarquables, associées au trian- 
gle, se trouvent un certain nombre de cercles dont les pro- 
priétés sont très connues. Nous rappellerons ici, simplement, 
leurs équations barycentriques. 

Cercle circonscrit de centre et de rayon R ; 

ou en coordonnées normales 

yz sin k -h zx sin B + ary sin G = o. 
Cercle inscrit de centre I et de rayon z : 

\/(p - a)à 4- v/(p - b)p 4- v/(p - c)y := o, 
ou S(p — a)'a* — 2S(p - a)(p — b)xÇ^ = o. 

Cercles ex-inscrits de centres la, Ib, le ^t de rayon; Za, z^,, Zci 
Pour le cercle la on a : 

\/px + \/{p — 6)p + v/(p - c)y = o. 
On trouve des formules analogues pour les cercles Ij, le. 
Cercle des neuf points de centre 0^ et de rat/on Rg (*) : 

Sa. Sic cos A. a — 2So*Py ~ O; 
ou S6c cos A. a' — Sc'ap = o, 

et Ton a : R» = — R. 

* 2 

Cercte polaire conjugué. — Il a pour centre Torthocentre H 
et passe par les points d'intersection du cercle des neuf points 
et du cercle circonscrit. Ce cercle n'est réel que si le triangle 
est obtusangle. 

Son équation est : 
S ( — a« -4- 6* -4- c*) a* = o, ou S a* cotg A = o, 

(*) Ce cercle est quelquefois appelé cercle de Feuerhach ou cercle d'Eulef; 
nous conserverons la dénomination de cercle des neuf points qui est classique. 
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OU encore, en coordonnées normales, 

S œ" sin 2A = G. 
Son rayon p a pour expression : 

p" = — 4R* cos A cos A cos C. 

84. Cercle anticomplémentaire du cercle polaire 
conjugué. — Il a pour centre Torthocentre du triangle anti- 
complémenlaire de ABC; comme le cercle polaire conjugué, 
il n'est réel que si le triangle ABC est obtusangle. Il a pour 
équation : 

(a -4- p -h y)(a«a -h 6«p 4- c'y) — (a*PY + bHy -t- c*ap) ."= o 
et son rayon p' est donné par la formule 

p'* = — 1 6R" cos A cos B cos C = 1 6R* — 2W* = 4p*. 

Il a été étudié par M. de Longchamps (*); voici ses princi- 
pales propriétés : 

1** Il est orthogonal aux cercles décrits des milieux des côtés 
du triangle, comme centres, avec les médianes correspondantes 
pour rayon ; 

^ Si on considère sur un des côtés BG du triangle ABC deux 
points isotomiques I, T, le cercle anticomplémentaire du cercle 
conjugué est orthogonal au cercle décrit de I, comme centre, 
avec AI' pour rayon. 

Il possède d'autres propriétés analogues à celles dont jouit 
le cercle polaire conjugué. ^ suivre. 



CORRESPONDANCE 



Note sur la queslion 257 (**), proposée par M. Hermife, 

Cette question, proposée par l'illustre géomètre, est comprise 
dans le théorème suivant, énoncé dans le Cours d'Analyse do 
M. Catalan, et dont la démonstration est fort simple : 

(•) Voir G. de Longchamps. — Sur un nouveau cercle remarquable du 
plan d'un triangle (J. E. mars 18S6 et numéros suivants). 

Voyez aussi Touvrage de Sir John Gasey : A Seqvel io EucUdy flrth édi- 
tion, p. 246 (Longchamps* circle). 

(**) Voyez plus loin (p, 22) une solution de cette question. 
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a, b étant des nombres entiers : 

.N 
1® Si =r est la fraction irréductible équivalente 

1 . 3 . 3 . . . (a -h b — I ) 

a i ^ z= c, 

i.2 3..axi.2...b 
D divise a et h. 

2** Si di eth sont premiers entre eux, c est un nombre entier. 

Cette remarque s'applique à la question 2S8 proposée dans 

le présent numéro . 
Voici d'ailleurs la lettre adressée, à ce propos, par M. Her- 

mite, à M. Catalan. 

« Paris, 19 décembre 1888. 

» Mon cher Monsieur Catalan, 

» Je m'empresse de donner communication de votre letlre 
à M. de LoDgchamps, afin qu'il la mette à profil et fasse con- 
naître à ses lecteurs les résultats auxquels vous êles parvenu. 
Excusez- moi, je vous on prie, de n'avoir pas consulté votre 
cours d'Analyse ; j'ai voulu, en répondant à une demande 
bienveillante de M. de Longchamps, lui envoyer des questions 
d'exercice pour ses lecteurs, et j'ai pris ce qui m'est tombé sous 
la main. 

» En vous renouvelant, mon cher Monsieur Catalan, l'assu- 
rance de mes sentiments bien sincèrement dévoués. 

« Ch. Hermite. » 



EXERCICES ÉCRITS (*) 



1. — Soient AB, CD deux diamètres rectangulaires d'un 
cercle A, de centre 0. 
Autour de 0, on fait tourner deux rayons rectangulaires OP, 

[*) Un résumé de la solution que comporte cet exercice paraîtra dans 
le numéro prochain. Les lecteurs abonnés à ce journal peuvent m'en- 
voyer leurs solutions; elles seront insérées ou signalées et je retour- 
nerai à leurs auteurs, les rédactions qui me seront adressées, après les 
avoir annotées. G. L. 
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OQ et l'on projette leurs extrémités ; en P', Q', sur AB; en P', 
Q^ sur CD. 

'l<»La circonférence A' décrit sur P'Q', comme diamètre, ren- 
contre PQ en I, T; trouver le lieu décrit par chacun de ces 
points; 

2° Les circonférences à\ A' décrites sur P'Q' et sur P''Q*, 
comme diamètres, se coupent en deux points dont on demande 
le lieu géométrique; 

3° Enfin, on demande le lieu décrit par le centre de simili- 
tude externe des circonférences A', A". 



QUESTIONS ÉNONCÉES (*) 



1 . — Lim de — = i 

L.?i 

quand n augmente indéfiniment. 
On observe que 

L(i -hn) _ __\ «/ 

Ln "" L.n 

2. — Valeur do 



I ; etc. 



Loff ( [ -+■ x) -- X 

y = — ^^^^—. 

sin X* 
pour X = o. 

On écrit y sous la forme 

Log (i -\- x]^— 1 ^ 
sin X * 



X 

e 
ia valeur cherchée est Log-, 

a 

Â étant la base du système de logarithmes considéré. 

3. — Quelle est, pour n = o, la valeur de 

x** — I 
y = . 



(*) Ces énoncés sont empruntés au Recueil des questions d'examen de 
l'École polytechnique^ Concours de 1888; publié par la librairie Crovisle- 
Morant, 20, rue de la Sorbonne. 
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On a TU, dans la recherche de la dérivée de ctxt que 

a'* — I 
Lim — - — = La, pour h=^o, 
h 

En divisant, haut et bas, par n, les deux termes de y y on voit ainsi, 

sans recourir à la règle de THôpital, que la valeur cherchée est La;. 

4. — La série 

I I I 

I + ' .- -h T=- + • • • + — 72: • • ' 

2/2 3/3 nyn 

est-elle convergente. 

On peut prouver la convergence de celte série en utilisant la règle de 
Duhamel, comme on proposait de le faire. Mais il est plus simple d'ob- 
server que 

2 
n w„ = I ; 

la convergence résulte alors d*un théorème connu (Supplément^ p. 29.) 

5. — Dérivée de 



y = arc sin 2X\/ i — x*. 



2X 

On trouve y' = 



v/i — x^ 



On compare alors y, avec Y = arc sin x. (Voyez C. M, 6', tome I, p. 321). 

6. — Dérivée de 

y = arc sin(3cc — 4a;'). 

3 
La valeur de la dérivée est -7==. (V. id.; p. 323.) 

Vi — a;» 



QUESTION 257 

Skolution par Ignacio Beyens, capitaine du Génie, à Cadix. 



Démontrer que 

m(m — i)(m — 2) ... (m — n 4- 2) 

ni 
est un nombre entier ^ lorsque m est un multiple de n. 

(Gh. Hermite.) 

Nous avons d'abord 
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,. . w{m - i)(m - 2) ... (w — n + 2) , 

U^* — — ; — ' — -~ = nombre entier . 

(n — i)! 

Or m étant multiple de w, est aussi un nombre entier . 

n 

Par suite 

pn^ ^^^ pn-i-, wt(m- i)(m- 2) ... (m-n+ 2) 
^"* n *" ~ nl> 

m(m-i)...(m~n4-2), _ 

^ (m — n) 

ni ^ ' 

_ m(m-i)(m~2)...(m-n4-2) ^^ . 

=f (m—n+i— (m— yt)) 

ni ^ \ // 

iw(w — i) (m — 2) ... (w — n-h 2) 

= — i — '-. i^ .' = entier^ 

n\ 

en supposant m = M(n). 



QUESTIONS PROPOSEES 



258. — On sait que les coefficients de la puissance m du 
binôme sont divisibles par m, à l'exception du premier et du 
dernier, lorsque m est un nombre premier. 

1<* On propose d'étendre cette proposition en montrant que 
Texpression 

,^. m(m — i) . . . (w -^ n 4- 1) 

(A) 1 '9 

^ ni 

tn 
est, divisible par— > 8 désignant le plus grand commun 



diviseur de w et n. 

2^ Soit e le plus grand commun diviseur des nombres m + i 
et n; on demande d'établir que le nombre entier (A) est divi- 
sible par 

m — « + I 
e 

(Ch. Hermite.) 
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259. — Démontrer que, pour a; > i, on a la relation 

2(05-1) 

^ X + l 

le logarithme étant pris dans le système Népérien. . 

(Ch. H ermite.) 

260. — Prouver que^ pour toutes les valeurs réelles et 
positives de la variable x, Texpression 

, 

X — I 

dans laquelle a désigne une quantité comprise entre zéro et 
Tunité, peut être représentée par 

(2a — 1)6, 
en supposant 

o < 6 < I . (Ch. Hermite.) 

261. — Soit une circonférence A; on prend, dans ce cercle, 
un diamètre fixe AB. Par un point M, mobile sur A, on trace 
une droite rencontrant AB en P et telle que PMB soit un 
triangle isoscèle: 

m 

y^ Démontrer que le lieu des centres des cercles circonscrits 
à PMB est une Strophoïde ; 

2^ Trouver le lieu décrit par le pôle de MP et construire ce 
lieu qui est une cubique unicursale. 

3° Trouver l'enveloppe de la droite PM. (G, L.) 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR 

ALGÉBRIQUE 
Par M. Edouard Ijueas. 



Nous nous proposons do donner Texpression des restes 
obtenus dans la recherche du plus grand commun diviseur 
de deux polynômes Y{x) et G(.t), ordonnés suivant les expo- 
sants décroissants de la variable x. Ces résultats ont été obte- 
nus, en partie seulement, par Lemonnier, dans son Mémoire 
sur r élimination (*). Nous les appliquerons ensuite aux théo- 
rèmes de Sturm, de Sylvester et de Borchardt. 

1. — Considérons d'abord deux polynômes ¥(x) et G{x), de 
degrés m et m — i : 

F(.t) = a^x"^ -h aiX"*"-^ + a^x"^-^ -h ... -4- a^, 
G(x) ^ 60.x"»-* -h b^x"^-^ -h . . . -h bm-i; 
supposons que la suite des restes soit complète ; désignons- 
les par Vi, V„ . . . Ymr-i et leurs premiers coefficients par v^, 
^2, . . . , Vm-i' Posons 

«0 «1 ^2 

o 60 hi , Dj = 
60 6, 6, 



^^0 — ^o> ^1 — 



«0 fli 
o 60 

60 bi xCx 



F 
G 



puis 



K = 



Oo «1 «2 aj a^ 

o Uq «1 a, «3 

00 bQ b^ 62 

o 60 61 6, 65 

60 ^1 ^2 ^8 ^4 



D. = 



^0 a^ a, 03 â;F 

o «0 a^ a, F 

o o ^0 61 G 

o Uq b^ 62 a;G 

60 61 62 63 a?«G 



et ainsi de suite, en augmeutant chaque fois de deux lignes 
et de deux colonnes ; de telle sorte que X^_i est le résultant de 
F et G, sous la forme donnée par la méthode dialytique de 
Sylvester. 



(*) Annaies de V École normale, ^ série, t. VII, 1878. 
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Cela posé, on a 

les nombres [a étant tous positifs et déterminés par Tune des 
formules 

\AqAj|. . .A2t— 2' V^i^s* • '^21— 1/ 

En effet, on a les identités 

F = Q,G + V,. 



• •••••• 



d'où Ton tire : inversement, 

- V, = Q,F - S,G, 

^'3 ~ 1^8^ — S3G, 



et, en général, 

(1) (- i)P-% = RpF-SpG, 

en désignant par Sp et Rp les deux termes de la réduite 



K,, "' Q, + I 



Q, + 



0,. 

Ainsi Rp et Sp sont des polynômes en x, de degrés (p — i) et p, 
dont les premiers coefficients sont les premiers coefficients des 
produits 

c'est-à-dire bo : Vp_i et do : Vp_i, puisque le premier coefficient 
de Qp est V|^2 .' Vp_i . 

L'identité(l) détermine le polynôme Vp . En d'autres termes, 
il ne peut exister deux polynômes de degré w — i — p, au 
plus, tel que le premier vérifie l'identité (1) et le second 
l'identité 

(- ,)p-iv; = r;f - s;g, 
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Rp et Rp étant de degré p — i . En effet, on en déduirait 

(_ 1)1-1 [VpR; _ v;Rp] = G[Rps; - R;sp], 

et le polynôme du premier membre aurait un degré inférieur 
à celui du second; par conséquent, le coefficient de G est iden- 
tiquement nul, et les coefficients de Vp et de Vp sont propor- 
tionnels. 

Mais si Ton développe le déterminant Dp suivant les élé- 
ments de la dernière colonne, on trouve un polynôme de degré 
m — I — p, de la forme RpF — SpG. On peut donc poser 

(- OVpVp = Dp, 
(jLp étant une constante que Ton détermine en égalant les coeffi- 
cients de cc«^*F, Ainsi 

On obtiendra d'ailleurs l'expression de (XpRp sous forme de 
déterminant en remplaçant, dans Dp, les polynômes F et G 
par I et o; de même pour [XpSp. /^ suivre). 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Vicarié. 

{Suitef voir p. 18). 



85. CSercle de Brocard. — Le cercle de Brocard a pour 
diamètre la droite KO, il passe par les points de Brocard et 
par les sommets du premier triangle de Brocard ; son équation 
est: 

a» -H 6* -h c» ^ ' '^ \a» 6« cV ' ^ 

— c'^ap = 0, 
ou S6*C*a« — ^a^py = o, 

ou encore 
(x^ 4- y' + ^*) sin w — [xy siu (C — w) 4- yz sin (A — w) 

+ zx sin (B — O))] = o. 
(O désignant Tangle de Brocard. 
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Tous les géomètres qui s'occupent du triangle ont rencontré 
ce cercle et en ont indiqué de nouvelles propriétés (*). Elles 
sont trop nombreuses pour que nous essayons de mentionner 
môme les principales; nous préférons renvoyer le lecteur aux 
mémoires originaux (**). 

86. Cercle de Tucker (T), — Ces cercles signalés pour 
la première fois par M. Lemoine (***) ont été retrouvés par 
M. R. Tucker qui ignorait les travaux antérieurs sur ce 
sujet (****) : ils sont susceptibles de plusieurs définitions. 

1** Si un cercle A'B'C est homothétique avec ABC par rap- 
port au point K de Lemoine, les côtés des triangles se 
coupent en six points D, D', E, Ê', F, F' situés sur une même 
circonférence appelée cercle de Tucker. 

2** Ces mêmes points résultent de Tintersection des côtés 

(*) M. Brocard avait appelé ce cercle : Cercle des sept points, depuis le 
terme de Cercle de Brocard proposé par M. Neuberg a prévalu ; il est seul 
employé. 

{**) Le nombre des mémoires où il est question du cercle de Brocard 
est considérable, il nous est donc impossible de les signaler tous, d'au- 
tant plus qu'il y a fort peu de mémoires sur le triangle qui ne donnent 
pas de nouvelles propriétés du cercle de Brocard. 

Nous ne mentionnerons ici que ceux qui renferment une étude com- 
plète de ce cercle. 

Voir : H. Brocard. — Etude d'un nouveau cercle du plan du triangle (A. F. 
Alger 1881 p. 138-159). Ce travail et les notes présentées par M. Lemoine 
(A. F. Lyon et Lille) ont été le point de départ des grands développe- 
ments qu'à prises la Géométrie du triangle. 

A. Morel. — Elude sur le cercle de Brocard (J. E. 1883, p. 10, 33, 62, 97 
169, 195). 

J. G. Simmons. — Gompanion to the weekly problem papers (1888. An 
introduction to the récent Geometry of the triangle, p. 99, 184V 

(***) Lemoine. A. F. Lyon 1873, Mathesis, t. II, 1882. — 1884, p. 201, 204. 

(♦***) R. Tucker. — Q. J. n« 77, p. 57, 1883. On a group of circles. On 
peut encore consulter sur les cercles de Tucker : 

J. Neuberg. — Équation des cercles de Tucker (J. S. 1886), M. 1881. Sur le 
centre des médianes antiparalUks. 

T. G. Simmons. — Companion io weekly problem papers ^ p. J 27-137. 

R. F. Davis. — The récent Geometry of the triangle, (Association for the 
Improvement of Geometrical Teaching, 1888.) 

E. Vigarié. — Propriétés générales des cercles de Tucker (J. E. 1886). 

J. Gasey. — A Treatise on conic sections, 1885, p. J07. — A Sequel to 
Euclid, 1886, p. 178-185. 

H. Taylor. — Relations of the intersections of a circle unth a triangh 
P L. vol. XV, 1884. 
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de ABC avec les côtés d'un triangle A'^B'^C'^ dont les sommets 
sont sur les symédianes et dont les côtés sont parallèles aux 
côtés du triangle orthique; 

3® Ce sont aussi les sommets de deax triangles DE F, D'ET 
semblables à ABC et dont les côtés font un môme angle 9 avec 
ceux de ABC ; 

FÊA = DFÏÏ ^ ÊDC = WFÀ = bFd = CD^ = (p. 
L'équation générale des cercles de Tucker est : 

Les valeurs de X qui correspondent aux trois modes de 
génération que nous venons d'indiquer sont : 

' (a«-h 6« + c«).AK' * (a« + 6«4- c»).AK' 
30 j^ [ ^ 

' 2S(C0tg cp + COtg 0)) 

Le lieu des centres des cercles de Tucker est une droite : 
c'est le diamètre du cercle de Brocard. 

L'enveloppe des cercles de Tucker est une ellipse inscrite 
au triangle, touchant les côtés aux pieds des symédianes, elle 
a pour foyer les points de Brocard ; c'est Vellipse de Brocard. 
Les principaux cas particuliers des cercles de Tucker sont le 
premier et le second cercle de Lemoine et le cercle de Taylor. 

87. Premier cercle de Lemoine. — Il coupe les côtés 
de ABC, aux points d'intersection de ces derniers avec les 
parallèles aux côtés menées par le point de Lemoine (*), c'est 
le cas des cercles de Tucker^ lorsque 

(•) Ce cercle découvert par M. Lemoine qui l'avait indiqué comme 
cas particulier des cercles de Tucker, a été retrouvé par M. R. Tucker, 
qui l'avait appelé The Triplicate ratio cirdey à cause de cette propriété : 
Les segments interceptés par le cercle sur les côtés du triangle sont 
proportionnels au cube des côtés. En abrégé on désigne ce cercle en 
Angleterre par les lettres a T. R. ». 

M. Tucker a étudié le premier cercle de Lemoine et eu a donné de 
nouvelles propriétés. 

Voir R. Tucker, Tho triplicate ratio circle (P. L. XIV, 1883, p. 316-321). 

The TripUcate ratio circle (A. J., XIX, n» 76, 342-348.) 
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il a pour équation : 

2j 7—— — : 2j — X = O • 



88. Deuxième cercle de Lemoine. — Les antipa- 
rallèles aux côtés de ABC, menées par le point de Lemoine K 
rencontrent les côtés en six points du deuxième cercle do 
Lemoine (*). Son centre est K; il rentre, comme cas particulier 

dans les cercles de Tucker, en supposant 

2 



Il a pour équation: 



1 = 
m' 



rï 



^?^ a + p + Y ^^ 6* 4- C^ - a' 

^ TTT — 2 i3 ; 7. — O, 



(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



QUELQUES PROBLEMES DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE 

[Suite, voir p. 271, année 1888.) 



4. Le problème du canal. — Voici dans quelles condi- 
tions pourrait se présenter le problème, très simple, que nous 
abordons. 

Un bassin circulaire y de grande étendue (ou une nappe 
d'eau naturelle affectant sensiblement, au moins dans la partie 
la plus voisine de la mer, la forme circulaire) doit être relié à 
la mer par un canal aboutissant, sur la plage, en un point 
déterminé A. Il s'agit donc, dans ces conditions, le point A 
pouvant être, dans certains cas, très éloigné de y, de jalonner 
la droite allant, de A, au centre du bassin en question. 

[') Ce cercle signalé aussi par M. Lemoine (loc. cit. et Nouvelle Corres- 
pondancej t. III, p. 188) est aussi appelé cosine ctrc/e, M. Gasey (A Sequd to 
EucUd), attribue la découverte de ce cercle à M' Gay. Nous adopterons 
la dénomination de Deuxième cercle de Lemoine. 
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Mener des tangentes, de A, à la périphérie de y; puis, la 
bissectrice de ces semi- 
droites, ne constitue pas 
une solution acceptable; si, 
comme nous le supposons, 
A n'est pas dans le voisi- 
nage du bassin. Voici com- 
ment, dans cette hypothèse, 
on peut déterminer le jalon- 
nement de la droite deman- 
dée. 

Par A (*), traçons une 
droite qui rencontre la cir- 
conférence Y en B, G et pre- 
nons sûr BG deux points 
isotomiques quelconques a, a'. En a', fixons un cordeau ; puis, 
déterminons, sur ce cordeau, le point M, isotomique de a'. 
Prenons encore, sur un cordeau fixé en M, par exemple sur 
MB, le point D, isotomique de M, par rapport à BB', 

Ayant jalonné AD, nous déterminerons, sur cette droite, 
au moyen de la fausse équerre, un point I^ tel que la'G = ADa. 

Il résulte de cette construction, que les points a, a', D, I 
appartiennent à un cercle y'» concentrique à y- Traçons la, 
DoL qui se coupent en K; Oa, a'T qui concourent en R: RK 
est la polaire de A, par rapport à y\ Pour achever la con- 
struction, on tracera successivement Ry, perpendiculaire à 
B.x; kx'y à Ry; Ajs, à kx, kz est la droite demandée. 

5. REMARQUE. — Ge tracé nécessite des constructions rela- 
tivement compliquées; pour ce motif, il est utile de recher- 
cher les vérifications qu'il comporte. Au point de vue pratique, 
la détermination de a'I, dans la construction précédente, con- 
stitue une opération délicate; aussi doit-on, avant de jalonner 
RK, s'assurer que le point I a été convenablement déterminé. 
A cet effet, on fixera un cordeau divisé, en I, dans la direc- 
tion IM ; puis, en M, dans la direction MI- et Ton vérifiera 



(*) Le lecteur supposera que, en réalité, A est beaucoup plus éloigné 
de Y que ne le représente la figure. 
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ainsi que les points de rencontre de IM avec y sont deux points 
isotomiques par rapport à IM. 

Nous ferons encore observer que la direction de ABC, ainsi 
que Tun de? points a ou a', sont arbitraires; on choisira donc 
AB et a, de façon que les jalonnements dont on a besoin s'exé- 
cutent dans des conditions pratiques convenables. 

Mais le tracé d'une droite (canal, chemin (Je fer, etc.) abou- 
tissant à un bassin circulaire de grandes dimensions, peut se 
présenter dans des conditions autres que celles que nous avons 
imaginées au paragraphe précédent; nous allons examiner 
rapidement ces conditions nouvelles, en nous posant les H eux 
problèmes suivants ; 

/° Un bassin circulaire y et une droite ùi étant donnés, jalonner, 
sur le terrain, la plus courte dis lance entre A et la circonférence y, 

2^ Deux bassins circulaires y, y' étant donnés, déterminer le 
tracé de la droite qui représente la plus courte distance de leurs 
périphéries. 

Dans Tun et l'autre cas, on doit supposer que les distances 
en question peuvent être relativement considérables. De là 
résultent, au point de vue pratique, certaines difficultés; et, 
des solutions nombreuses qui se présentent à l'esprit pour 
traiter ces problèmes élémentaires, quelques-unes seulement 
peuvent, pratiquement, convenir aux tracés que l'on peut effec- 
tuer sur le terrain. 



6. Problème I. — Jalonnons une droite AB perpendiculaire 

à A; nous déterminons ainsi, sur^y, un 
point B. En G, dans une direction Bz 
perpendiculaire à BA, fixons un piquet 
et déterminons sur y le point D placé sur 
le prolongement de GB. On détermine 
ensuite, par des coups d'équerre, DP, PQ ; 
la perpendiculaire (cy élevée au milieu 
de PQ est la droite cherchée. 
Toici une seconde construction qui 
pourrait être employée dans le cas oh le diamètre du bassin 
est assez petit pour que l'on puisse, d'un point pris sur sa 
circonférence y, viser le point diamétralement opposé. 
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3' 



A' 




\x 



Sur y, en un point quelconque M, on place un jalon; puis 
en C, D Ton fixe deux piquets, de 
façon que l'angle CMD soit droit. 
On peut alors déterminer les points 
Â, B où les droites CM, DM ren- 
contrent Y* On abaisse les perpendi- 
culaires A A% BB' sur A ; PQ étant 
une perpendiculaire commune aux 
parallèles AA', BB', la perpendicu- 
laire xy élevée à PQ, en son point milieu H, est la droite 
demandée. 

7- Problème IL — Soient deux bassins; circulaires y, y' on 
veu jalonner la ligne descentres <o, o)'. 

On observera d'abord que ce pro- 
blème est ramené au précédent, si 
Ton peut déterminer Taxe radical A' 
des cercles y, y'. Pour obtenir A, 
nous indiquerons deux procédés (*). 

1® Admettons d'abord que y et y' 
soient assez rapprochées pour que 
l'on puisse, d'un point de y, viser 
les différents points de y\ 

Prenons, sur y , deux points arbi- 
traires A, B; et, sur y', un point C, quelconque, lui aussi. Ayant 
relevé avec la fausse équerre Tangle obtus BAC, on détermi- 
nera, sur y', un point D d'où l'on aperçoive BG sous un angle a 
supplémentaire de BAC; cet angle a, comme nous l'avons 
remarqué à diverses reprises, est donné d'ailleurs par la fausse 
équerre. Les droites BA, CD se coupent en un point I apparte- 
nant à l'axe radical A. On cherchera, de môme, un second 
point de cette droite et celle-ci se trouvera déterminée. 

2® Supposons maintenant que y, y' soient tellement éloignées, 
qu'on ne puisse, comme nous l'avons dit tout à l'heure, viser, 
de D, le point B. 

(*) On pourrait, bien entendu, pour résoudre le problème actuel, ima- 
giner beaucoup d'autres solutions; par exemple^ après avoir jalonné les 
tangentes communes intérieures on obtient Taxe radical en prenant les 
milieux de ces droites; mais un pareil tracé n'est pas pratique. 
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La construction précédente est alors en défaut; celle que nous 
allons indiquer est plus longue, mais elle offre Tavantage d'être 
générale et de convenir à tous les cas possibles. 

Traçons, arbitrairement, une droite S extérieure aux cercles 
Y, y'- Oii peut, comme nous l'avons indiqué au paragraphe 
^ précédent, obtenir les 

droites AB, A'B' qui, per- 
pendiculaires sur 8, pas- 
sent respectivement par 
les centres de y,y'. D'après 
cela, BB' passe par le 
centre de similitude 
internes, des cerclesy, y'. 
Connaissant un point de 
la ligne des centres (*), 
on obtient le tracé que nous avions en vue, en utilisant la 
construction indiquée plus haut. 

Mais il se présente ici, dans l'ordre pratique, une difficulté 
que nous devons signaler. 

Les points B, B' sont, par hypothèse, assez éloignés pour 
qu'on ne puisse, de l'un, apercevoir le second. Dans ces con- 
ditions, il s'agit de jalonner BB'. 

Ce problème nous a précédemment occupé, quand nous 
avons cherché {Géométrie de la règle, § § 32, 33) à prolonger 
une droite dont les extrémités sont séparées par un obstacle ; ou 
sont invisibles, pour un motif quelconque. Dans le cas présent, 
au lieu d'avoir recours aux constructions auxquelles nous 
venons de faire allusion, il est plus simple d'observer que 
BB' rencontre 8 en un point T tel que 

_ AB.AA- ' 
AB + A'B'" 
On relèvera, avec le ruban divisé, les longueurs AB, A'B', 
AA'; et, le point T étant connu, on pourra jalonner BT. 

(A suivre.) 

(*) Pour avoir le point S, il faudra, bien entendu, tracer une seconde 
droite BB'. Il est plus simple de partager BB' dans le rapport des rayons 
d® tf Y» si l'on connaît ce rapport. 
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NOTE SUR DEUX FAISCEAUX DE TROIS DROITES 

ET SOLUTION DE LA QUESTION 251, 
Par M. E. liemoine, ancien élève de TÉcole polytechnique. 



Soient ABC, A^^tifi^ deux triangles. Démontrer que le lieu des 
points M et le lieu des points M^, tels que AM, BM, CM soient res- 
pectivement parallèles à A^Mi, B^Mi, GiMj, sont des coniques. 

Le lieu de M est une conique circonscrite à ABC * Le lieu de M^ 
est une autre conique circonscrite à A^B^C^, Examiner les cas 
particuliers où les côlés de AiB^Ci sont parallèles aux hauteurs^ 
aux bissectrices, aux médianes, aux symédianes, aux aniiparal- 
lèles du triangle ABC. (E. Lemoine.) 

Il est clair que si , laissant ABC invariable , je rem- 
place A^BiGi par un triangle AjBjCa homothétique à AiB^G^ 
mais quelconque, le lieu de M ne changera pas. Il est égale- 
ment évident que je n*ai qu'à m'oceuper de trouver Téquation 
du lieu de M, parce que le lieu de M^ se déduit du lieu de M, 
par de simples changements de lettres. 

Imaginons tous les triangles GA'B'de sommet G et homothé- 
tiques à G^A^Bi, et traçons AA', BB': le lieu du point M d'in- 
tersection de ces deux droites est précisément le lieu demandé. 

Prenons GB pour axe des x, GA pour axe des y; siy = 'kx\ 
y = i^x; y = mx + p sont les équations des trois droites CA', 
GB', A'B' et que Ton pose GA = 6, GB ^ a. 

L'équation de AA' sera : 

X» — &X -f- mô 

y — = -^ X 

Celle de BB' sera : 

y = ^ {X - a) 

p — aiL + am 

En éliminant p entre ces deux équations, on trouve, pour le 

lieu de M :. 

(1) 6(X— m){y 4- au. — (jur)a? — a({jL — m){b -h Ix — y)y = o. 

C'est une conique circonscrite à ABC. 
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On aurait pu, très simplement aussi, prendre GB' pour axe 
de a?, GA' pour axe de y ; appelant alors x^^ t/i, a;,, y^ les coor- 
données de A et de B. Posant G A = jb\ GB = pa' : 

L'équation de AA' est : 

Gelle de BB' est : 

En éliminant p, il vient 

oî - iCi tt' y - y, 

pour réquation du lieu de M. 

Gette équation ne contient a' et 6' que par leurrapport; comme 
cela pouvait être prévu. 

Où peut discuter, soit l'équation (l),soitréquation(2); mais 
il est préférable de chercher d'autres formes plus symétriques. 

Prenons ABG dour triangle de référence. 

Les équations de B^Gi, G^Ai, A^B sont : 

AiaOt + Bia? 4- GiaY = O, 

Aiba + BibP + CibY = o, 
Aica -f- BicP -f- GicY = o. 
Par A, B, G, menons des parallèles B'G', C'A', A'B', à BiCi, 
G^Aj, A^Bj. Les équations de B'G', G' A', A'B' seront : 

Xp + Y = o, ^Y + 0^ = o, va + p = o, 
oii l'on a posé, pour abréger l'écriture : 

d^\a — ôAia 



X = 



aGia. — cA 



la — ^^ia 



6Gib - cB 



Ib "" ^^ih 

^ "" ôAib — aBib ' 

~ cBic — 6Gic 
Si Ton appelle Ç, 73, Ç les coordonnées de M, et que l'on 
exprime que les parallèles à AM, BM, GM menées respective- 
ment par A', B', G' se coupant en un même point, on trouvera 
•une équation, du troisième degré en Ç, 7|, Ç, qui est divisible 
par aÇ + fty; + cÇ = o, puisque la droite de l'infini appartient 
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évidemment au lieu de M. Toutes réductions faites, on trouve, 
comme équation de ce lieu : 

(3) riKib — Xc)^6[ilv — [xa + c) + K(c — [jio)(cXv — v6 + a) 

+ Ç-ifj(a — v6)(aX[x — Xc + 6) = o. 
On peut encore prendre GA, GB pour axe des y et des .x, et 
en appelant Xa, y a] ^b> yt, x^, yc les coordonnées de A^, Bj, G^, 
on trouve pour équation du lieu : 

(4) a{Xa - Xc)y^ +[(i{yc - y a) + ft(a?b - Xc)\xy + h{yc - y5)a5* 

+ ab{XcXa)y H- a6(y6 - yc)x = o. 
Si Ton appelle alors Z, m, n les coefficients angulaires 

yLILÏ!, ïl^ZJl, VjLZJl de B.G^, G^A^, A,B, cette équation 

OCh ^ *^e •«'c ^ ^a Xa ~~ «ï^b 

peut s'écrire 

(5) a{l — n)y* + [6(m — n) — am{l — n)]xy — i6/(m — n)x^ 

— ab{l — n)y + a6/(m — n)a5 = o. 

Si l'on suppose les trois points A^, Bi, G^ en ligne droite, 
c'est-à-dire i = m = w, la forme (5) devient illusoire. 

Prenons alors la forme (4) que nous allons d'abord transfor- 
mer avant de supposer A^, B^, G^ en ligne droite. 

Je ne change pas le lieu de M en transportant le triangle 
GjAiBi parallèlement à lui-même en GA'iB'j. 

Les nouvelles coordonnées des points occupés parG^, A^, B^, 
après ce transport, sont respectivement : 

o, o; Xa,ya'y Xb.yty 
et l'on a 

Xa — Xc = Xa; ya " yc = Va; Xi, - Xc = x^ yi, - y^ = y\. 
L'équation devient donc dans ce cas : 

at+^i^i - a^) - bx* ^ - aby + abz ^ = o. 

\ X^ Xj Xa X^ 

r » 

Mais-^ = i; en posant — ^ = p, et en introduisant l'hypo- 

Xa X^ 

thèse que les trois points o, A^, B^ sont en ligne droite, le 




rapport -^ = ^-— devient = pf. 

'• (S) ,(r) 
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L'équation du lieu de M est donc alors : 
(6) ay^ + •xy(6p — o/)— bx*pl — aby H- abxpl = o. 
Étudions maintenant Téquation (3). 
Soient a, p, y, les coordonnées d'un point P. 
Le lieu de M sera la conique 

lorsque Bfi^, G^Ai, A^B^ seront parallèles à PA, PB, PC. 

Si Pa, Pft, Pc sont les points — a, p, y; a, — P, y; a, p, — y 
algébriquement adjoints à P, et que Bfii, GiAi, k^B^ soient 
respectivement parallèles à PbPc, Pc^a, Pa^b» 1© li©^ de M sera 
la conique : 

2 ^ (6p - cy)(6p + cy - aoc) = o. 

A. — Les droites Bfiiy C^A^, A^Bi sont les antiparallèles 
à BG, GA, AB. 

Le lieu de M est l'hyperbole équilatère 

S7i$(6« - c') cos A = o, 
qui a pour centre le point 

( j cos A, etc. ou sin* (B — G) cosA, etc. 

Elle passe par le point de Lemoine (voir Bulletin de la 
Société mathématique y t. XIV, p. 118 j. 

Le lieu de M^ est l'hyperbole équilatère qui passe par le centre 
du cercle inscrit à AiB^Gi et par le point p^ — a^, jPi — ^n 
Pi — ^i> 1® triangle AiB^Ci étant le triangle de référence. 

B. — Si B^Ci, G^Ai, A^B^ sont parallèles aux bissectrices 
extérieures de ABC, le lieu de M a pour équation 

1j7|Ç(6 — c){p — a) = o 

c'est une hyperbole équilatère qui passe par le centre du cercle 

inscrit, par le point p — a, p — 6, jo — c et qui a pour centre 

f) "" a 
le point {b — c)* ~ > etc. On a, dans l'équation (3), 

Cv 

X = {JL = V = I. 

Le lieu de M^ est alors l'hyperbole équilatère circonscrite à 
AjBiGi et passant par le point de Lemoine de A^BiGi. 

G. — Si les côtés de B^G^, G^A^, A^B^ sont respectivement 
perpendiculaires ^ BG, QA, AB ; 
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1® Le lieu de M est le cercle circonscrit à ABC ;2'* le lieu de 
Mj est le cercle circonscrit à AiB^Gi. 

D. — Si B^Gi, CiA^, AjBi sont respectivement parallèles aux 
symédianes partant de A, de B et de G le lieu de M est Tel- 

■ 

lipse : 

Sa7i!:(6* H- c«) = 0, 

. 5« 4- (•• 

qui a pour centre le point > etc. 

E. — SiB^Gi, GiAi,A tB^ sont respectivement parallèles aux 
bissectrices intérieures de A, de B et de G, le lieu de M est 
Tellipse ^y\K(à H- c) = o qui a pour centre le centre de gra- 
vité du périmètre de ABG. 

F. — Si BjGi, CjA,, AjBiSont respectivement parallèles aux 
médianes partant de A, de B, de G, le lieu de M sera l'ellipse 
minima circonscrite à ABG et le lieu de M^ Tellipse minima 
circonscrite à A^BiGi. 

G. — Si les points A^, B^, G^ sont les points algébriquement 
adjoints au centre de gravité du périmètre de ABG, le lieu de 
M est l'hyperbole : SyiÇ(6' — c') = o qui passe par le cen- 
tre du cercle inscrit, par le point • "~; > t^ > -;;■ et par le point : 
tg A, tg B, tg G du triangle ABG; c'est encore la même courbe, 
si T étant le point de Tarry : -— —- -^ , etc., 

BA» G1A4, AjB, sont parallèles à AT, BT, GT. On a, alors, dans 
réquation (3), 

^ a -^ b b b + c c c -\- a a 

a -{- c c b -h a a c -i- b b 

H. — 0)1 et 0), étant les points direct et rétrograde de Bro- 

cardj -9 -9 yj r'-'-'Si ^fiif CjA-, A^B^ sont respective- 
c a b b c a ^ 

ment parallèles à Aco^, Bcoi, Godi ou à Awj, Bwj, Gcd,, le lieu de 

M est représenté par les ellipses : 

6» -h a* c' + 6' a« -f- c* _ 
al by\ cC ~" ' 

c* -ha' a* -f- 6" 6* -f- c* 

ou ;; 1 T h = O. 

al oy\ cÇ 



dans le premier cas; et par : V — — = o, dans le second. 
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I. — Si, R étant le point de Steiner : --— > etc.,BiC|. 

Cl Al, AiBi sont respectivement parallèles à AR, BR, GR, le 
lieu de M est l'hyperbole de Ktepert : V — = o. 

J. — Si BjCi, GjAi, AjBi sont parallèles aux lignes qui joi- 

..^^ .,iiï ..III, 

gnent A, B, G au point: — » -^^ — ou au point: — > — > —le 

Cl c (toc 

lieu de M est une ellipse représentée par : V — = o, 

b 

Observons que étant donnés deux triangles, il y a six lieux 
de M et six lieux de M^ qui correspondent aux six manières 
de joindre, deu:ç à deux, les sommets des deux triangles ; met- 
tons les lettres A, B, G,, à des sommets quelconques du pre- 
mier triangle et A^, B^, G^ à des sommets quelconques du 
second. 

AM, BM, GM peuvent être respectivement parallèles 1** à 
AiMi, B^Mi, GiMi;2«à G,M^, B^M^, A^M^; S^à B^Mj, G^M^, A^Mi; 
4« à A^Mi, GiMi, BiMi; 5° àG^M^, A^M^, B^M^; 6« à B^M^, A^M,, 
GiMi. 

On pourra chercher, non sans intérêt peut-être, les relations 
que les six coniques ont entre elles. 

Le lieu du point M et du point M^ tels que MA, MB, MG 
sient respectivement parallèles : soit à M^B, M^G, M^A, soit à 

M^G, M^A, M-B, est la conique de Steiner : -r -H -r" H = û. 

aç oy| cC 

(A suivre). 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1888 

Solotlon par M. Leinekugel, élève au Lycée de Douai. 



Soit G la courbe, lieu géométrique des sommets des angles de 
grandeur constante, circonscrits à une ellipse donnée E; et D une 
droite également donnée, i^ Démontrer qu'il y a trois coniques 
tangentes à la droite J) et touchant en quatre points la courbe C. 

*) Extrait de la préface. 
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Déterminer la nature de ces trois coniques. 2^ Soit a^ a,, a,, a^ les 
points oii la droite D rencontre la courbe C; par deux de ces points y 
a^, a, par exemple, on fait passer une série de cercles coupant la 
courbe G en deux points variables M, M'; et on demande de 
trouver la courbe enveloppe des droites MM'. 3^ On suppose la 
droite D tangente à VelUpse E, ety par les points a^, a,, a,, a^, où 
cette tangente rencontre la courbe C, on mène à VelUpse des tan- 
gentes autres que la tangente D ; trouver le lieu décrit par les 
sommets du quadrilatère formé par ces tangentes, quand la droite 
D roule sur CeUipse E. 

1. — L'équation de la courbe C est, comme on le sait, 

(c) {x* 4- t/» - a* - 6«)«K» = b^x^ -h a«y* - a»6». 

Si l'ellipse E est rapportée à ses axes, K désigne une con- 
stante positive. 

L'équation [x*— 2K|jL(a;*-f-j/>— a*— 6*)+6W4-a*t/"— a*6*=o (T) 
est celle d'une conique dont l'enveloppe, quand [x varie, est 
la courbe C. Or, comme toute enveloppée est tangente à son 
enveloppe, il y a certainement un point où la courbe (G) a 
même tangente que (F). 

Gomme les deux courbes sont symétriques par rapport aux 
deux axes, il y a quatre points de contact symétriques deux 
à deux par rapport aux deux axes; ces quatre points sont donc 
sur un cercle concentrique aux deux courbes (G) et (F). 

Soit 1/ = mx + n l'équation de la droite D. Exprimons qu'elle 
est tangente à F; nous aurons : 
[a* - 2K{i.]*m«n» - [6« - 2K(x + m*{a^ - 2K(iL)][(n* - 6»)(a* 

— 2K(ji.) H- jjl" -4- 2Ka*fx] = o; 
ou en simplifiant : 
o==(a»-2K(xj(6«-2K|i.)(n*-6>) + (6«-2Kîx)(îx«4-2Kaa»)+m«(a« 

- 2K(x)({x2 + 2K|xa«) - m^b^a^ - aKpi)»; 
équation du troisième degré, eu [x, qui prouve qu'il y a trois 
coniques tangentes, en quatre points, à la courbe G et à la droite 
D. Ges coQiques seront des ellipses, des hyperboles ou des 
paraboles selon que 

(a» - 2K|x)(6» - 2K(ii) ^ o. 
Substituons les racines — ?r;»-^ dans l'équation du troi- 

2K 2K 
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siëme degré, nous obtenons, comme résultats : 



b* a* 

- 00 -— -— 4-00 

2K 2K 

-h + — — 

Il y a donc toujours une hyperbole et deux ellipses qui 
peuvent être réelles ou imaginaires: jamais de parabole. 

2. — Prenons, comme axes, la droite D et la perpendiculaire 
au milieu de a^a,, : la conique donnée a pour équation 
ax^ H- 2bxy 4- cy* 4- 2dx 4- 2ey 4- /* = o. 

I/équation de G est, dans ce cas, 

K*[f'{x* 4- y") 4- 2(rx + 2e'y 4- a' -h c']» = ax» + 2bxy 

4- cy" 4- 2dx + 2ey -h f\ 
f\ d\ e\ a\ d désignant les mineurs du discriminant de 
réquation de E, relatifs aux lettres non accentuées. Soit 

(C) aï* 4- y* 4- 2\x — p = o 

l'équation d'un cercle passant par a^, a^. (C), a en commun avec 
(G), les deux ombilics du plan qui sont des points doubles de 
(G) les deux points a^, aj et deux autres points M, M', cherchons 
réquation de la droite qui les joint. Par les quatre points 
à distance finie, communs à (Gj et à (G'), passe la conique (F) 

(ro K«[2e''i/ 4- 2x((V 4- f\) + a 4- c' - /*>]» = ax^ 
4- 2bxy 4- cy* 4- 2dx 4- 2e,y 4- f\ 
cette conique doit passer par les points a^, a^, d'oli les deux 
relations 

(1) e - 2e'K«(a' f- d - /*» ^ o, 

(2) p(c - 4KV«) + /• - K«(a' 4- c' 4- fo^ = o. 

On voit que p est une quantité fixe, ce qui était évident a 
prioriy a^, a, étant fixes; X est un paramètre variable. Ea tenant 
compte des relations (1) et ("2), réquation de la conique (F) 
devient ; 

( y^c - 4K«0^+ ^'[« - 4KV + n')l + 2xy 
( n j [b - 4e'K«(rf' + ri)] -h 2x[d - 2K^{d: 4- r^)[a' + c' - /» 

Pour obteuir l'équation de la corde MM' commune à cette 
conique {T') et au cercle (G'), nous retranchons les deux équa- 
tions, après avoir préalablement multiplié l'équation de G' par 
le facteur (c — 4KV*) ;nous obtenons, pour l'équation de MM'; 
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x[a -h c - 4KV« - 4K»e'*] -h 2y[b - 4e'KV] 

4- 2[d - 2KV(a' + c' - /» - ^^^^' (c - 4KV»)] = o; 

ji. désignant d' 4- /"À. En ordonnant par rapport à [a réquation 
de MM', on a 

[e c — j.K*e''1 
dK^e'y + - H ^ -h x{a-hc- 4K*e'*) 

2by -^2^d ^j,{e- 4KV*)j = o, 

ce qui peut s'écrire : 

A(x*a? + 2[f.{By + G) -h Das 4- Et/ h- F = o. 

Cette droite enveloppe, par suite, une conique tangente à la 
droite D et représentée par Téquation 

(T") (By 4- C)« - Ax{Dx 4- Ey 4- F) = 0, 

(F") sera une ellipse si Ton a 

AE* - 4B«D < o, 
ou 1 6K*e'* - 4K«e'«(a 4- c) 4- 6* < o, 

c'est à-dire si Ton donne à K* une valeur comprise entre les 
racines de ce trinôme du second degré en K*, égale à zéro; 
dans le cas contraire, ce sera une hyperbole. Enfin, si K* 
prend la valeur de Tune des deux racines, la conique enve- 
loppe sera une parabole. 

[11 serait très facile de chercher Tenveloppe de la conique 
(F") quand K varie; on pourrait, sur cette conique (F"), pro- 
poser des lieux géométriques à trouver, tels que le lieu des 
centres, des foyers; K variant.] 

Si6=o c'est-à-dire si les axes de l'ellipse (E) sont parallèles 
aux axes choisis, ce qui revient à dire que la droite D est 
parallèle à l'un des axes de (E), la conique enveloppe (F'") 
a ses axes également parallèles à ceux de (E). De plus, dans ce 
cas, (F") pourra être un cercle si 

B« 4- AD = o^ 
ou si a 4- c = o, 

ce qui signifie que E doit être une hyperbole équilatère. 

La conique enveloppe de MM' (F") sera une hyperbole équi- 
latère si B> - AD = o. 
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3. — Il est évident que, des sommets du quadrilatère consi- 
déré, on voit la conique E sjus des angles constants. 

Nous allons, maintenant, entrer dans quelques jdéveloppe- 
ments provoqués par la question précédents, 

(A suivre,) 



EXERCICES ÉCRITS 



17- — 1® Étant donnée une ellipse, trouver la condition 
pour que quatre de ses points soient sur une hyperbole équi- 
latère ayant ses asymptotes parallèles aux axes de Tellipse. 

2® Par tout point de l'ellipse passent trois de ces hyperboles, 
osculatrices à Tellipse. Les points d^osculation sont sur une 
hyperbole équilatère passant au point donné, et ayant ses 
asymptotes parallèles aux axesdeTellipse. Ils forment un tri- 
angle dont le centre de gravité coïncide avec le centre de 
Tellipse, et tel que les normales aux trois sommets sont 
courantes. 

3*^ Il existe quatre de ces hyperboles, surosculatrices à l'el- 
lipse. Les points de surosculation sont les extrémités des dia- 
mètres conjugués égaux ; et le centre de Tune de ces hyperboles 
s'obtient en prolongeant le diamètre correspondant- d'une 

longueur double (*). 

(Balitrand, élève au lycée de Nîmes.) 

Notes sur l'exercice 16. 

En désignant par a rinclinaisoh du rayon OP snr OA, on exprime 
successivement tous les éléments de la figure mobile considérée dans 
cet exercice. 

!• On voit d'abord que les circonférences A'A" vont passer, l'une et 
l'autre, par le milieu de I de PQ ; point dont les coordonnées sont 

R R 

œ* = — (cos a — sin a), y.=. — (cos a -h sin a). 

2 2 

Le lieu de I est la circonférence à laquelle PQ, dans son mouvement, 
est constamment tangente. 

<*j Les termes osi^idation et surosculation employés dans cet énoncé ne 
sont pas corrects, mais nous les avons conservés parce qu'ils se prêtent 
commodément à l'énoncé précédent. 

Deux coniques y, y' ne peuvent être osculatrices en un point M que si 
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Le lieu du point Y est une courbe du sixième ordre, unicursale. Les 
coordonnées de V sont, en effet, 

x^ = R(cos' a — sin* a), 2^3 = R sin a cos a(8in a + cos a). 
La courbe correspondante a la forme indiquée par la figure ci-dessous. 
Pour préciser le tracé de cette courbe, il importe de déterminer les 
tangentes parallèles àAB. 

A cet efiet, on doit chercher 
le maximum de 1/3. Or on a 

eos*a(i H- 2 sinacosa). 




(§)=- 



Posons sin a cos a =6. 
L'égalité précédente devient 



m 



=6>(i+2e). 



Diô'érentiant par rapport à 6, 
nous avons 

6(1 + 36) = o. 

La solution 6=0, donne les 
points doubles A, B. En prenant 



on a 



v/ 



y — ^ 9 » 

les droites correspondantes sont tangentes aux foliums BB', A A'. 

On observera que, en opérant comme nous Pavons fait, on ne trouve 
pas le maximum correspondant au point M. C'est que le changement de 
variable peut, dans certains cas, provoquer ces anomalies apparentes. 

Nous avions à résoudre Téquation 

(1) f = o. 

' doL d6 doL 

On doit donc chercher les solutions de Téquation 

d6 
= o 



doL 



dyt 



qui ne rendent pas infini le facteur — • Dans le cas présent, on a 



d^ 
doL 



= C0S2a; 



ic 



el, pour a = -9 on a une solution de Téquation (1). 
4 
2o Les cercles A' A'^ se coupent au milieu I de PQ et en un autre point 
l'^ dont les coordonnées se calculent facilement : 



elles ont, en ce point, le maximum de points confondus ; c'est-à-dire, en 
général, quatre points. Lorsqu'elles ont seulement trois points confondus, 
en M, elles ont, en ce point, un contact du second ordre ; elles ne sont 
osculatrices que si Tune d'elles est un cercle. G. L. 



JOURNAL DK MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 47 

0^3 = R sin a cos a(siii a — cos a), 

^3 = R sin a cos a(sin a -h cos a). 

En cherchant Téquation polaire de cette courbe, on trouve 

R 
P =— =-cos 2co; 

va 
la courbe correspondante est la rosace à quatre feuilles {C. M, S. y t. II, 

p. 598). 
3* Le lieu du centre de similitude est une quartique dont Téquation 

cartésienne est 

4(y« — x«)« — 4R«(y — a?)«.4- R* = o ; 

et d'une quartique correspondant à cette équation, lorsqu'on change a; en 
— a: ; on les construira facilement On peut aussi, si Ton préfère, cons- 
truire la première quartique au moyen des formules 

R (sin a — cos a)* 

X = : -, 

4 sm a 

R(sina-Hcosa)* 

y= : -. 

4 sm a . 

Nota. — Autre solution par M. Gafifre, maître répétiteur au collège 
d*Argentan. 



QUESTION PROPOSEE 



262. — 1® On donne dans un plan une circonférence F de 
centre et deux points quelconques A, B. Par le point A on 
mène une sécante variable qui coupe r en deux points G, D ; 
on fait passer une circonférence A par les points G, D et B, on 
demande le lieu du centre A. 

Dans le cas particulier ob le point B est sur la polaire de A 
par rapport à r, montrer que le lieu passe parle milieu de OB. 

2® On donne dans un plan une conique F et deux points 
quelconques A, B. Par les points A, B il passe une infinité de 
coniques A homothétiques de F^ on demande le lieu des 
centres de A« 

3^ Déterminer une conique passant par trois points donnés 
et homothétique d'une conique donnée. 

4® On peut généraliser ainsi le problème i : on donne dans 
un plan une conique F, et deux points quelconques A, B. Par 
le point A on mène une sécante variable qui coupe F en deux 
points G, D ; on fait passer une conique A, homothétique de 
F, par les points C, D elB ; on demande le lieu du centre de A. 

5* Enfin, voici le problème dans toute sa généralité : on 
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donne dans un plan une conique r, deux points P,Q sur cette 

conique et deux points quelconques A, B. Par le point A on 

mène une sécante variable qui coupe F en deux points C, D ; 

on fait passer une coniqu-e A par les points C, D et F, Q, B, 

on demande le lieu du centre de A. 

Nota. — Dans ces problèmes, au lieu de chercher le lieu du 

centre de A, on peut chercher le lieu du pôle d'une droite fixe 

pBr rapport à A. 

(B. AfalloizeL) 



Nota. — L'article de M. Poulain, publié dans le précédent numéro, doit 
porter, à la dernière ligne, les mots à suivre. Le numéro de mars renfer- 
mera la fin de ce mémoire. G. L. 



Monsieur Kœhler examinateur pour l'entrée à l'École 
Polytechnique, qui fut, pendant plusieurs années, le 
Directeur-Gérant de ce journal, est mort le 20 janvier 
dernier, à Paris, après une longue et douloureuse ma- 
ladie. Monsieur L. Lévy consacrera à cet homme de 
bien, à ce savant, aussi modeste qu'érudit, une notice 
biographique, dans le prochain numéro de ce journal. 
Nous ne pouvons aujourd'hui, avant d'avoir recueilli les 
renseignements nécessaires, qu'adresser à sa mémoire 
l'expression bien sincèrement émue de nos sentiments 
de profonde estime. 

G. L. et L. L. 



Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
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SUR LE PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR 

ALGEBRIQUE 
Par M. lÊdonard Ijucas. 

{Suite, voir, p. 25.) 



2. — On peut donner une autre expression des polynômes 
Vp, Rp, Sp en fonction des coefficients du développement 



G (00) 



X 



X* a;' 






• • • » 



lequel est convergent, pour toutes les valeurs de x dont le 
module est plus grand que le plus grand module des racines 
de réquation ¥{x) --^ o (*). On sait que Ton a les formules 

62 = ao'2 -^ ^ih + ^2^0? 



et ainsi indéfiniment, et qu'on 
sous forme de déterminant. 


peut en déduire /o» 


*1> ^25 • • 


Cela posé, on a Tidentité 


\ ,|2p+l 
Ap — Uq*^ 


*! «^2 • • • *p 
*1 '2 ^3 • • • ^P + 1 
'2 '3 'i • • • ^P+2 


• 


Pour plus de simplicité, 


h ^1 h+'^ • • '2p 
supposons p = 2, 


on a 




I 






^0 ^1 ^2 




I 




/|5 

"0 


ti t. <, 

<. u u 


-"i! 


/o ^ ^2 
to fi U h 
h h t, t, t, 





(*) La condition de convergence ne suppose pas le théorème de 
d'Alembert; il suffit de prendre la limite du module des racines qui a été 
donnée par Gauchy, sans quUl soit nécessaire de supposer l'existence des 
racines d'une équation. 
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On multiplie les coloanes respectivement par a^^a^^a^^a^^a^ 
et Ton remplace la dernière colonne par la somme des cinq 
colonnes ; puis on multiplie les quatre premières colonnes 
respectivement par a^^a^^a^^aç^ et Ton remplace la quatrième 
colonne par la somme des quatre colonnes ; et ainsi de suite; 
on trouve ainsi le déterminent X,. 

La nouvelle expression de Vp est donnée par la formule 
suivante : 

tp /p+i 



( - 1 Yh^p =■ 



Uh 



Uh 



'p-1 






-f- 



^î>+2 



+ 



+ ^-+ 



X 



P+2 



• • • 



• • • 



*p tp + 1 . . . /2t 



ht 



i 



2p+l 



-f- 



i\x). 



-f- tq — rq\ 



^ /pP+l ■ ajP+2 

En effet, posons, pour abréger, 

Si l'on ajoute, à la dernière colonne du déterminant, la somme 
de toutes les autres colonnes divisées respectivement par 
a?, a?^, xS ..., it^y et si Ton multiplie ensuite la dernière 
colonne par F, il vient 

Iq l\ • • . 'p— 1 vT 

tj îj ... Ip 



xG - PoF 



^2*8 • • 



/p+1 x'^G - P,F 



fp tp+i ... /2p-i ^G — Pp— iF 

Par conséquent, Texpression précédente est un polynôme 
entier, de la forme RpF — SpG; et, d'après la première forme, 
un polynôme de degré m — p — i dont le premier coefficient 
est Ip] il est donc égal à (— lY^i-p^p* c q. f. d. 

On en déduit, comme à la fin du numéro précédent, les 
expressions de Rp et de Sp. 
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DES COORDONNÉES TRIPOLÂIRES- 

Par M. Ans. Poulain» à Angers. 
{Suite f voir p. 3.) 



III. — Angles et distances. 

17. — Nous regarderons les distances des points M à une 
droite A comme positives d'un côté de A, négatives de l'autre. 
Les formules qui vont suivre permettront de calculer pour 
toute droite remarquable sa distance h un point et ses angles 
avec les côtés de ABC. 

Appelons B, tj, C les angles sous lesquels les côtés de ABC 
sont coupés par une droite A ou un cercle 0', de rayon R'. 
Pour définir sans ambiguïté les signes des cosinus, adoptons 
un sens de parcours sur le périmètre du triangle et un autre 
sur A ou sur le cercle. Les angles Ç,... sont ceux des direc- 
tions aux points de reocontre. 

18. Théorème VI. — Les coordonnées harycentriques 
relatives sont pour le centre 0\ si on choisit convenablement le 
sens sur le cercle, 

(30) Z = ^R'aco8$,... 

On le prouve en montrant sur la figure que la perpendicu^ 
laire abaissée de 0' sur BG est toujours, en grandeur et en 
signe, 1/2 R' cos Ç. 

19. Corollaire I. — En enchaînant ^ps rapports fournis 

par (30), on a 

a cos l _ b cos 7| __ c cos Ç _ 2S 

^ ^ î~ " ~m~ ^ n ^ WK 

(32) ^^ 



Sous le radical, — Jla^mn ou t peut être remplacé par les 
expressions (28) et (29)* 

Pour R' réel; ces formules donnent pour les cosinus des 
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valeurs réelles. On est averti que le cercle ne coupe pas un 
côté quand en trouve pour le cosinus correspondant une 
valeur plus grande que un. 



• « 



20. — Donc 1® /, m, n sont proportionnels à a cos 
2° Deux cercles concentriques ont dès lors (4) leurs cosinus 

proportionnels. 

3<* Les proporlions donnent 

2a cos Ç 2 S 

S' "" SÏÎ' ^ 
d'où 

(33) R'Sa cos % --^ 2S, 

qu'on peut prouver directement comme (11). 

4® L'équation générale des cercles coupant les côtés sous 
les angles Ç,... est 

(34) Sa cosç.A^ ^ q -, Q^ 

o** Quand Téquation est mise sous cette forme, la rela- 
tion (32) oblige le radical à être égal à 2S. 

21. Corollaire II. — Les proportions (31) (si on en sup- 
prime le rapport contenant S'R') s'appliquent à la droite A, 
ainsi que leurs conséquences. Remarquons de plus que : 

1® A cause de S' == o, les trois coefficienls /, m, n ne peu- 
vent avoir tous le même signe. Il en est donc de même des 
trois cosinus ; et des lors il y a toujours deux angles aigus et 
un obtus, ou inversement. Cela dépend du sens adopté sur le 
périmètre. Les deux angles de même espèce correspondent à 
ceux des coefficients directeurs qui ont le même signe. 

2® Les perpendiculaires à A ont pour équation 

(33) SX'rt sin l -^- q' = o. 

3° La quantité sous radical peut se transformer, à cause 
de S' = o. Elle devient 
(36) (37) t = - Sa»mn = S/»6c cos A = 2SSP cotg A. 

Alors aussi elle égale 

^H^^ ^^^ B — w6 cos Cy 4- 4S"/* 

(38) ^^ 

4** Par suite on a 

,«^, . y ±{mc cos B — nb cos C) 

(39) sm Ç 5 

V — 22 a*mn 



JOURNAL DE lUTHÉMATIQUES SPÉCIALES 53 

le numéraleur étant toujours pris positivement. On a dès lors 

,.^, . ^ ± a(wMî cos B — ri6 cos G) 

(40) tg? = — -. 

22. — Pour m et n positifs, Tinégalilé 

(41) me cos B — nb cos G > o 

signifie que AÂ^, menée parallèlement à A, a son pied à droite 
de Ha (du côté de G). Gar alors sa perpendiculaire AA' a son 
pied à gauche. Dès lors le rapport des segments qu'elle déter- 
mine sur BG est plus petit que le rapport déterminé par Ha ; 
ce qui se traduit par une inégalité équivalente à (4t). 

23. Angle V de deux droites, — On a 

(42) Im! — mV — win' — nm' = nV — ln\ 

(43) sin V -- -.^{mn' - nnC), 



(44) cos V - W ^^, ^ 



(45) 



(46) 



c*«im' + h^nn' -h (int^ •+- niitlSbc cos A 
— ^a}(mv! + nm') 

, . — ' ■■■■■■ Il • 

(42) se vérifie en remplaçant /, /' par leurs valeurs — (m + n), 
— («i' + n'). Pour obtenir (43), menons par A des parallèles 
à A, A' et supposons, par exemple, que leurs pieds soient tous 
deux à droite de Ha*, ce qui détermine les signes do certains 
binômes (22). Au signe près, 
sin V ---:: sin ($ - X) 

2S 
= — --^ \l\mc cos B — n6 cos G) — l{;!iïic cosB — n'ftcos G)] 

a\/ tt 

— 2S 
~ —=. [(/m' - mXy cos B + (n^ - lti)h cos G] ; 

ce qui, en tenant compte de (42) donne (43). 

La première formule du cosinus se déduit immédiatement 
de celle du sinus. Pour la seconde, on pose, en remplaçant 



54 lOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

2S par aha, 

CO8 V =; cos ($ — f ) 

= "7~" [Aa"W' -h (me cos B — né cos C)(w'c cos B— n'6 cosC; | 
si on remplace /,/' par leurs valeurs, on trouve (45) qui devient 

J2 _|_ g« 0% 

(46), si on remplace hc cos A par 

24. Distance c(e M à A. — Pour obtenir cette normale, calcu- 
lons d'abord le produit des normales MP, MP -+- 2R' menées de 
M à un cercle qui dégénérera en droite. Nous avons d'après (27) 

(47) MP(MP -H 2R') = ^'I^^lï'A ' 

D'oii, divisant membre à membre par MP -{- 2R' et faisant 

/(^> f^» ^) 



(48) 8 



2\/t 



25. — Si dans (48), nous remplaçons X, (x, v par Xo, ... et 
qu'on ait S' = o, cette équalion exprime la condition pour 
qu'une droite soit située à une distance 8 d'un point Mo, c'est- 
à-dire pour qu'elle soit tangente au cercle de centre Mo et de rayon 
8, De là, on tire q et on en déduit l'équation générale des 
tangentes. 

26. — Quand l'équation d'une droite est de la forme 

Sa cos Ç.X* -{- q =: o 

on a q = ^' 4 ^oS, (49) 

car nous avons dit qu'alors (20, 5**), le radical de 80 se réduit à 
2S et dès lors la formule (48) se réduit à celle-ci. 

26. Application. — L'équation de la droite d'Euler, OG, 

est 
(50) (6« - c«)X« -H (c« - a«)jx* -h (a« - b*y = o. 

Car, puisque ç = o, cette droite passe par et on vérifie 

facilement qu'elle passe par G. Elle passe aussi par H. Car 

ses coordonnées sont 



= < 



4/ 
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En tenant compte des égalités 

a» — 6> 

(51) = a cos B — & cos A = 2R sin (A — B). 

c 

on peut écrire Téquation de deux autres manières. 

27. — L'équation montre (4) que la droite est ferpendiculaire 
à la direction dans laquelle se trouve le point dont les coordonnées 
barycentriques sont 6* — c', . ; c'est-à-dire l* associé à V infini du 
point de Lemoine. 

28. — On trouve, en tenant compte de (30), 

m) ^* - (c' - 6')(c' + 6' - g') _ ces A sin (C ~ B) 

^* ^ 85" ~ (a« - c*){a^ + c* - 6«) '" cos B sin (A - G) *' 

ce qui donne le rapport des distances de A et B à la droite 

d'Euler et par suite le rapport des segments qu*elle détermine sur 

AB. La droite AA' qui lui est perpendiculaire divise (4) AB 

dans le rapport 

/Ko\ c* — a* b sin (C — A) 

(00) ) ou ^^ • 

^ ^ 6' - c* asin(B - C) 



GEOMETRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMI^OLOGIQUE 

Par M. Emile VIcarié. 

(Suitey voir p. 27.) 



89. Cercle de Taylor. — C'est encore un cas particulier 
des cercles de Tucker; il correspond Thypothèse : 

^ " i^' tgcp^-tgAtgBtgC. 

L'angle cp est appelé Angle de Taylor. 

Le cercle de Taylor (*) est concentrique au cercle inscrit 

{*) Dans The Mathematical Tripos examination papers (janvier 1882), 
M. H. M. Taylor avait proposé de démontrer que les projections des pieds 
des hauteurs, sur les côtés d^n triangle, sont six points d*unmême cercle 
cercle de Taylor). Il étudia ce cercle dans une Note intitulée On a six- 
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au triangle complémentaire du triangle orthique de ABC. Il a 
pour équation : 

90. Cercles de Neuberg (Na, N^, N,). —Si, sur chacun 
des trois côtés du triangle de référence, on construit des tri- 
angles ayanl même angle de Brocard que ABC, le sommet 
libre décrit une circonférence. Les trois circontérences ainsi 
obtenues sont les cerc/e5 rfe iVewftcr^ (**); nous les désignons 
par les lettres Na, N^, Ne. 

Le cercle Na a pour équation : 

a»PY -h b^dy -h c«ap — a^(p 4- i){x + p -1- y) = o ; 
ou, en coordonnées normales, 

aî</ sin C + y ^ sin A -H X <s sin B = sin A(y coséc G-hz coséc B) 

{x sin A + y sin B + js sin G). 
Son rayon est : 

Pa = - \/c0tg (0 — 3. 

On obtient des formules analogues pour les cercles Nb, Ne. 

91. Cercles de M'Cay (Ma, M^, Me). — Si, sur les côtés 
du triangle de référence, comme segments homologues, on 
construit des figures semblables; il existe une infinité de 
points en ligne droite ; ces points décrivent trois cercles appe- 

pointcirdeconnectedwith a triangle, publiée dans The Messenger of Mathema- 
tics (voL XI, 188l-8i, pp. 177-179), d'où le nom de cercle de Taytor proposé 
par M. Rowe. M. Neuberg {Sur les cercles de Tacher^ extrait de VAppendix 
de VEdticat, TimeSy vol. XLIII, p. 81-85, parlant du problème que nous 
venons d'cnoncer, dit à ce sujet : « Ce dernier théorème, démontré dans 
les Théorèmes et problèmes de Catalan, a été proposé aux lecteurs du 
Journal de Yuibert ; nous ignorons à qui il est dû (comparer aussi N. C. M., 
t. YI, 1880, p. 183). > Nous emploierons, dans la suite, le terme de cercle 
de Taylor. Voir sur cercle : 

Neuberg. — Sur les cercles de Tucker (Reprint ofE, T., vol. XLIII, p.81-85). 
Equation des cercles de Tucker (J. S. 1886). 

Vigarié. — Sur les points complémentaires (M. 1887). 

(**) Les cercles de Neuberg, comme les cercles de M'Gay portent les 
noms des géomètres qui les ont signalés à Tattention des mathématiciens. 
On peut consulter sur ce sujet : 

J. Neuber/. — M. II, 1882, pp. 76, 94, 157, 186. 
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lés cercles de U*Cay{*); nous les désignerons par les lettres 
Ma, M^y Me» 
Le cercle Ma a pour équation 

Sa"PY — -Sa(26c cos A. a H- a*p + a"y) =. o. 
3 

Formules analogues pour Mb, Me. 

92. Cercles d'Apollonius. — Ces cercles ont pour dia- 
mètre le segment d'un côté, déterminé par les deux bissec- 
trices issues d'un même sommet. Le cercle ayant son diamètre 
sur BG a pour équation : 

Formules analogues pour les deux autres cercles. Les cercles 
d'Apollonius (**) se coupent aux deux centres isodynamiques; 
les cordes communes avec le cercle circonscrit sont les symé- 
dianes. 

93. Cercles de Schoute. — Le lieu d'un point M tel 
que le triangle podaire (ayant pour sommet les projections 
orthogonales de M sur les côtés de ABC) ait un angle de Bro- 
card, donné, (o^, est un cercle appelé cercle de Schoute (***) ; il 
a pour équation : 

Hyz sin A(cotg wi -f- cotg <o)Saa:S — = o. 

ce 

Ces cercles ont même axe radical : la droite de Lemoino. La 
droite de Lemoine, le cercle circonscrit, et le cercle de Brocard 
sont des cas particuliers des cercles de Schoute. 

(*) M'Cay. — On three drdes related to a triangle {Transactions of the 
roycU Irish academy, vol. XVIIJ, p. 453-470). 

J. Gasey. — A treatise on analytical geometry, 1885, pp. 73, 107, 120, 
248, 256, 258, 259, 325; A Sequel to Eudid, 4e édit., 1886, pp. 207-208, 
213-514. 

T. G. Simmons. — Companion to theweeklyproblempapers, 1888, pp. 172-173. 

E. Vigarié. — Sur guetques cercles remarqtuibles (J. E. 1887). 

(•) Voir Neuberg : Sur le quadrilatère harmonique (M t. V, 1885, 
p. 202). 

(**) Voir P. H. Schoute : Over een nauwer verband tusschen hoek m cirkd 
van Brocard (Groningue, septembre 1886). 

JOURNAL DB HATH. SPBG. — 1889. 3. 



S8 JOUBMAL DC MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

94. Ellipse de Brocard. — Cette ellipse qui joue un 
grand rôle dans la géométrie du triangle, a pour équation : 



v/!+v^-^v/7=°- 



Elle a pour foyers les points de Brocard; elle est inscrite au 
triangle et touche les côtés aux pieds des symédianes (*); 
c'est aussi l'enveloppe des cercles de Tucker. 

95. Ellipse X. — Elle est inscrite au triangle, touohe les 
côtés aux pieds des hauteurs et a pour centre le point E de 
Lemoine. Elle a pour équation : 

>J X cos A 4- y/y cos B H- v^-^ cos C = o. 



96. Ellipse de Lemoine. — Cette conique a pour foyers 
le centre de gravité et le point de Lemoine ; elle est inscrite 
au triangle et touche les côtés aux pieds des symédianes des 
triangles BGC, CGA, AGB. Elle a pour équation : 

m^y nib^ Me étant les longueurs des médianes. 

97. Ellipse de Simmons. — Elle a pour foyers le pre- 
mier centre isogone et le premier centre isodynamique, elle 
est inscrite au triangle et touche les côtés aux pieds des 
droites qui joignent les sommets au premier centre isogone (**); 
el^e a pour équation : 

y 0? sin f A + ^W ^ y sin f B + ^W y -^ sin (o + ^= o. 

98. Ellipse de Steiner. — C'est la conique circonscrite 
au triangle et qui a pour centre le centre de gravité G (**). 



(*) On trouvera une étude complète de cette conique dans le chapitre 
que M. T. G. Simmons a consacré à la Géométrie du triangle dans The 
companiontotheu}eeklyproblempaper8ypsLTReY,J.-J. Milne, 1888,pp. 104-111. 

(••) T. G. Simmons. — Companùm to the weekly probkm paperSf 1888, 
chap. vu, p. 163-167. 
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Elle a pour équation : 

I I I 

- -h -- H- - = O. 

(X p Y 
Elle passe par le point de Steiner R. (*) 

99. Hsrperbole de Kiepert (F). — Si a, p, y sont les 
sommets de trois triangles isoscëles semblables BCa, GÂ^, ABy 
dont Tangle à la base est 0, l'hyperbole de Kiepert est le lieu 
des points d'intersection des droites Âa, Bp, Gy. Le triangle a^y 
est appelé triangle de Kiepert et 9 Y angle de Kiepert, Elle a pour 
équation : 

(6* — c*)bcxy -h (c* — a^)caxz -h (a» — b*)abxy = o, 
sin (B - C) sin (G - A) sin (A - B) 

ou H 1 ^ = O. 

X y X 

L'hyperbole de Kiepert est la transformée par points inverses 
de la droite OK, elle est équilatëre^ circonscrite au triangle et 
passe par les points G, H, N et beaucoup d'autres (*). 

100. Parabole de Kiepert. — G'esl l'enveloppe des axes 
d'homologie du triangle ABG avec les triangles de Kiepert, 
son foyer est sur le cercle circonscrit et a pour coordonnées : 

_ I II 

^-y'^- sin (B - G) ' sin (G - A) ' sin (A - b/ 
Elle a pour équation : 

\/(6* - c«)» 4- v/(c* - a*)p + v/(a* - 6*)y = o. 

(A suivre.) 

{*) Sur cette ellipse consulter : 

J. Neuberg. — Sur le point de Steiner (/. S\ 1886. p. 28, 51, 73). 

E Gesâro. — Remarques sur la Géométrie du triangle. (N,A, M» Mai 185^7). 

(••) Voir sur Thyperbole de Kiepert : 

Kiepert. — N. A. M. 1869, p. 4M2. 

Lemoine. — AnmMire de TAssociation Française ; Lyon, 1873, p. 94. 

H. Brocard. Hyperbole des neuf points (J. S. 1884, p. 197). — Propriété de 
l'hyperbole des neuf points et des six paraboles remarquables (J. S. 1885, p. 12, 
30, 58, 76, 104, 123). 

J. Cas^. — A treatise on conics, 1885, p. 250-251. 

G. de I^Dgchamps. -> Le centre de la conique do Kiepert (/. 5. 1886, p. 77, 
231). 

Neuberg et Lemoine. — Notes sur la GéomMrie du triangle [MathesiSy 1886, 
p. 74.) 

W. M'Gay. — Sur Vhyperhole de Kiepert (M. 1887, t. VIT, p. 208). 
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NOTE SUR DEUX FAISCEAUX DE TROIS DROITES 

ET SOLUTION DE L4 QUESTION 251, 
Par M. E. Ijemoine, ancien élève de TÊcole Polytechnique. 

(Suite, voir p. 35.) 



SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

Lemme. — On donne trois points fixes A, B, G sur une 
conique et deux autres points fixes B^ et C^ dans son plan ; soit 
M un point de la conique; par B, on mène une parallèle à BM, 
par Cl une parallèle à CM. Ces deux parallèles se coupent en M^. 
Démontrer que la parallèle à AM, menée par M^, passe par un 
point fixe A^. 

Je suppose d'abord que la conique donnée soit la circonfé- 
rence circonscrite à ABC ; le point M^ décrit le segment 
capable de GAB construit sur B^G^ ; car Ci et B^ sont fixes, les 
droites GiM, et B,Mi sont parallèles à GM et à BM, Tangle GMB 
est toujours égal, soit à Tangle GAB, soit à son supplément. 
Soit A"i le point où la parallèle à MA, menée par M^, coupe 
l'arc capable; l'angle BMA. égale l'angle BiM^Aj. Mais comme 
le premier de ces angles égale AGB, le second est aussi con- 
stant, et Taxe B^Aj est constant, c'est-à-dire que le point A^ 
est fixe. 

Le théorème étant ainsi démontré pour le cercle, s'étend à 
l'ellipse par voie projective et à toute conique au moyen du 
principe de continuité. 

Kemakque. — Les triangles ABG, AiB^Ci sont directement 
semblables mais non homothétiques, c'est-à-dire que le 
sens ABG est le même que le sens k^Bfii. En général, si deux 
triangles quelconques ABG, A^BjOi sont tels que le sens ABG 
soit le même que le sens AiB^Gi, je dirai que les deux triangles 
sont de même signe; ils seront de signes contraires dans l'autre 
cas. 

Gette démonstration prouve, de plus, que les coniques, 
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lieux de M et de M^, sont homothétiques ; ce que nos démon- 
strations analytiques n'avaient pas mis en évidence* 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui, sous 
une autre forme, est le théorème que nous avons proposé, mais 
complété par cotte observation que les lieux de M et de M^ 
sont homothétiques. 

Si deux faisceaux de trois droites^parallèles deux à deuXyfas- 
sent chacune par trois points fixes Â, B, C; Aj, B^, G^; les sommets 
M et M| des deux faisceaux décrivent des coniques homothétiques ^ 
circonscrites, respectivement, à ABC et à AiB^Ci. 

Réciproquement : Si l'on cherche le lieu des sommets de deux 
faisceaux formés, chacun, par trois droites, ces faisceaux ayant 
leurs droites parallèles deux à deux et passant chacune par un 
point fixe; on trouve deux coniques homothétiques cir conscientes, 
lune au triangle formé par les trois points fixes du premier fais- 
ceau. Vautre au triangle formé par les trois points fixes du second» 

Remarque. — Lorsque ces coniques homothétiques sont des 
ellipses, si on les projette sur un plan, de façon que leurs 
projections soient des circonférences, les points A, B, C, Aj, 
B4, Cj, se projettent en a, b, c, a^, 6^, c^; et les triangles ahc, 
aj)^c^ sont semblables, d'une similitude de môme signe, 
c'est-à-dire directement semblables, mais en général ils ne 
sont pas homothétiques. 

Cherchons les relations existant entre les triangles A^B^Ci, 
A^B^C, lorsque le lieu de M est le même , soit que Ton considère 
les triangles ABC, A^B^C^, soit que Ton envisage les triangles 
ABC, A,B,C,. 

Si cela est, les lieux de M^ et de M^i sont homothétiques, 
comme étant tous deux homothétiques au lieu de M. 

Sans modifier le lieu de M, je puis évidemment remplacer 
le triangle A,Bj|G, par un triangle AiB^C,, homothétique à 
A,B,C,, mais d'ailleurs quelconque; je choisis A^BfC, de façon 
qu'il soit inscrit à la conique M. 

Cela posé, projetons la figure sur un plan de façon que la figure, 
lieu de M, se projette suivant une circonférence — il faut pour 
cela que le lieu de M, soit une ellipse ; mais, en vertu du prin- 
cipe de continuité, le résultat de notre démonstration subsis* 



62 JOURNAL DE MATfltM A TIQUES SPÉCIALES 

tera dans tous les cas — les deux triangles abCy a^b^Ci, projec- 
tions de ABC, A,B,G, sont égaux, car, d'après la remarque de 
notre Lemme, ils sont semblables et ils sont inscrits au même 
cercle, projection du lieu de >M. 

Remarque. — Les triangles ABC, AjE^Cg sont équivalents. 
De ce qui précède, on déduit les théorèmes suivants : 

Si un triangle ABC a même lieu M par rapport à deux triangles 
A^BiCi, A,B,Ca, les triangles AiB'iCi, A2BiC2, homothétiqu^s à 
AjBiCi, AjBjC, et inscrits à la conique M, ont tous deux même 
aire que ABC, Les trois coniques concentriques et homothètiques à 
M qui touchent respectivement BC, CA, AB touchent aussi Bfi^ 
et BgCj ; CiAi et C^Aj ; A^B^ H A^B^. 

Si Von considère un triangle ABC, inscrit à une conique W, et 
que Von trace les coniques Ma, M^, Me homothètiques et concen- 
triques à W et tangentes respectivement à BC, BA, AB, il y aura 
une infinité de triangles A^BjCi, inscrits à W et dont les côtés Bfi^, 
Cl Al, AjBi seront tangents respectivement à Ma, Ma, M^ Si Von 
prend la conique M (définie comme précédemment) des deua trian- 
gles ABC, AjBiCi, cette conique coïncidera avec W; tous ces 
triangles sont équivalents. 

Observons que, dans la question que nous venons de trai- 
ter, le calcul et la géométrie semblent se prêter chacun plus 
particulièrement à un côté différent du problème. Le calcul 
nous donne le moyen de connaître en eux-mêmes et séparé- 
ment les lieux de M ou de M^ — et nous avons retrouvé là les 
lieux souvent rencontrés dans la Géométrie du triangle; mais 
il parait moins commode d'étudier les rapports qu'ont enti'e 
eux les lieux de M et de M^. 

La Géométrie nous permet au contraire cette étude immé- 
diatement en nous montrant, — ce qui est loin de ressortir 
aussi simplement de l'Analyse, — que les lieux de M et de Mj 
sont homothètiques; mais Tétude des lieux en eux-mêmes 
demanderait des développements plus laborieux. 

Observons que si ABC, A^B^Ci sont de même signe, le lieu 
de M est une ellipse, et une hyperbole dans le cas contraire; 
cepei:i<iant ABC étant fixe, ainsi que les directions A^B^, A^Ci, 
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il y a deux directioua de fijCt pour lesquelles le lieu de M est 
une parabole. 

La Géométrie nous fait apercevoir encore la liaison intime 
de la question que nous venons de traiter entre la suivante. 

Soient deiix triangles ABC, A^B^Gi; et appelons abc, ^ibiC^ 
leurs projections sur un plan quelconque, il y a en général trois 
directions de plans de projections pour lesquelles les' angles a, b, c 
sont respectivement égaux aux angles a^^bi^C] si ABC et AiB^G^ 
sont de même signe, c'est-à-dire trois directions de plans de projec' 
tionpour lesquelles lés triangles abc, 'a^biCi sont semblables ; si 
ABC, AiB^Ci sont de signes contraires, il y a trois directions 
pour lesquelles on a respectivement les angles égaux 
a = ai, b = Cl, c = bi; 
a = Cl, b = bi, c = ai ; a = bi, b = a^, c = Ci. 

Pour le premier cas, par exemple, il suffira de trouver les 
plans pour lesquels la conique M, des triangles ABC, AiB^Gi ; 
ABC, Cl AjBi ; ABC, BiCiAi est une circonférence ; sur ces plans 
les projections abc, a^b^c^', abc, c^aji^',abc, b^c^a^, seront alors 
respectivement semblables et de même signe. 

Si les deux triangles ABC, AiB^Ci sont inscrits à une même 
conique K; que BG et BiGi soient tangents à une conique N; que 
GA et Gi Al soient tangents à une conique N' ; que AB et A^Bi 
soient tangents à une conique N"; que N, N', N' soient concen- 
triques et homothétiques à K; les lieux deMeldeM^ coïncideront 
et se confondront avec K, 

On sait que si deux triangles ABG, AiBiGi sont tels que les 
perpendiculaires abaissées de A, B, G, sur BiGi, sur GiAi, sur 
A^Bi se coupent en un même point; réciproquement les per- 
pendiculaires abaissées de Ai, Bi, Gi^ sur BG, sur GA et sur 
AB sont concourantes : disons alors que les deux triangles ABG 
AiBiGi soDt orthologiques. Gette proposition résulte immédia- 
tement de ce que les courbes, lieux de M et de Mi, étant homo- 
thétiques, si Tune, M par exemple, passe par le point de con- 
cours des hauteurs de ABG, c'est-à-dire est une hyperbole 
équilatère, Mi, aussi hyperbole équilatère, passera par le point 
de concours des hauteurs de AiB^Gi; à ce propos, voici pour 
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terminer un théorème sur les triangles orthologiques ; il n'a 
peut-être point encore été remarqué. 

Si deux triangles ABC, k^B fissent doublement orthologiques , 
ils le sont triplement. 

C'est-à-dire que : si les perpendiculaires abaissées de A, B, G 
sur BjCi, CiAi, AiBj sont concourantes, ainsi que les perpen- 
diculaires abaissées de B. C, A sur B^G^, G^A^, AiB|, il en 
sera de même des perpendiculaires abaissées de G, A, B sur les 
mêmes droites, etc. 



CONCOURS GENERAL DE 1888 

Solution par M. Leinekugel, élève au Lycée de Douai. 

[Suite^ voir p. 41.) 



On considère la quar tique G lieu des points d'où Von peut mener ^ 
à une conique Ë, deux tangentes faisant un angle donné a, et sur 
cette quartique quatre points situés sur un même cercle. 1^ Il 
existe une conique bitangente àE et passant par ces quatre points ; 
2^ le point de rencontre des tangentes communes à cette conique et 
à E décrit une droite A jixe, quand deux des quatre points consi- 
dérés sont fixes ; 3^ celte droite A passe par un point fixe quand 
l'angle a vam, et qne deux des quatre points que Von considère 
se déplacent sur une droite fixe A'. 

1® En eflfet, considérons deux points de la quartique A, B, 
cette droite étant prise comme axe des x et la perpendiculaire 
au milieu comme axe des y. L'équation de G est 
(G) K*|/ '(cc*+y») -f- 2d'x + 2e' y -f- a' + c']» = ox* -f- cy« + 2bxy 

-h 2dx -f- 2ey + /", 
avec les conditions 

e - 2e'K«(a' + c' - /*» = o 

p[e - 4K»(>'*] -4- p - K«[a' V c' - ^ >]* = o. 



h(¥)] 



L'équation d'un cercle passant par A, B est 

C' 05* H- y*2lx — p = o. 
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Par l'intersection de G et C^ il passe la conique 
(r) K*[2c'y 4- 2x{d -+- /"y) 4- a' 4- c' -/* 'p]»=ar*-i-2&ry-i-cy« 

4-2(/x-i-2Cy-|-/*. 

Cette conique F passe par les quatre points à distance finie, 
intersection du cercle C avec C. De plus, elle est bitangente, 
à E le long de Taxe radical du cercle orthoptique G" de E et 
du cercle G'. 

2* Quand le cercle G' varie en passant toujours par A et B, 
Taxe radical de G' avec G' passe par un point fixe P situé sur 
AB; doue le pôle de cette droite (c'est-à-dire la corde des 
contacts de V avec E) décrit une droite fixe A, qui est la 
polaire de ce point P par rapport à E. 

3° Quand a,, et par suite K, varient, le point P se déplace sur 
GB (ou A'), droite fixe A. Gonséquemment, sa polaire A, par rap- 
port à E,. passe par un point fixe 8', pôle de A', par rapport à E. 

La question qui vient de nous occuper, et les remarques 
établies plus haut conduisent, en transformant la figure par 
projetion conique, aux théorèmes suivants. 

Théorème I. — Etant donnée une courbe quelconque du qua- 
trième degré G admettant comm^ points de rebroussement deux 
points quelconques du plan 1, J, il existe un réseau infini de coni- 
ques E qui lui sont tangentes en quatre points et qui sont telles 
qvs la droite IJ a même pôle P, par rapport à toutes ces coniqu>es. 

Théorème II. — Si Von considère le réseau infini de coniques 
admettant toutes une droite et un point fixes comme polaire et 
pôle, et assujetties de plus à deux conditions simples; t enveloppe 
de toutes ces coniques sera uue courbe du quatrième ordre, admet- 
tant deux points de rebroussement sur la droite fixe. 

Théorème III. — Etant donnée une droite fixeD dans le plan 
d'une courbe quelconque du quatrième ordre G, admettant comme 
points de rebrou^sement deux points quelconques I, J du plan, il 
existe trois coniques E tangentes à la droite D, et tangentes en 
q[uatre points, à la courbe C. 

Théorème IV. — Etant donnée une des coniques E,il existe 
une et une seule coniqtie E' passant par les quatre points de contact 
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de E avec G et par les doux points de rebroussement de la courbe. 

Théorème V. — Parmi les systèmes de sécantes communes à 
deux coniques E, E' associées^ le centre de l'un des systèmes est le 
point fixe P, les deux autres centres décrivent la droite IJ. 

Théorème VI. — Les coniques E' sont toutes bitangentes 
entre elles aux points I, J. 

Ea effet les coniques E' correspondent, dans la projection 
conique que nous avons faite de la figure relative à la première 
question proposée, à tous les cercles de Monge de toutes les 
coniques concentriques tangentes en quatre points à la courbe 
du quatrième ordre, lieu des sommets des angles de grandeur 
coQstante circonscrits à E. Comme ces cercles sont tous con- 
centriques ils sont, par suite, bitangents entre euxti Tinfini. 

Théorème VII. — Étant donnée une droite quelconque D; 
et, dans le même plan, une courbe de quatrième ordreC quelconque 
admettant, commepoints derebrovssement, deux points quelconques 
I, J du plan; on drconscrit une série de coniques E'' au quadri- 
latère ayant pour sommets I, J, et deux des quatre points d'inter- 
section de D avec C. Outre les six points précédents, communs à 
E' et à G, il existe deux autres points M, N, réels ou imaginaires, 
distincts ou confondus, par lesquels passe une droite réelle qui 
enveloppe une conique. 

Théorème VIII. — On considère une courbe quelconque du 
quatrième ordre, admettant, comme points de rebroussement deux 
points quelconques l, J du plan, et une conique quelconque E" 
passant par I, J. Elle rencontre la courbe G en quatre points qui 
sont tels qu'il existe une conique W passant par ces quatre points 
et bitangente à l'une des coniques E ; la corde des contacts étant la 
sécante commune aux coniques W, E' du système dont IJ est l'une 
des sécantes. (La conique E' étant la conique associée de E, c'est- 
à-dire la conique passant par TJ, et par les quatre points de contact 
de E avec G.) 

Théorème IX. — Quand on considère toutes les coniques 
W, E'" qui se coupent en I, J et m deux points M, N, toutes 
les droites telles que MN sont tangentes à une même conique. 
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Théorème X. — Lorsque les coniques W* varient en passant 
par deux points fixes de G, le point d'intersection des deux tan- 
gentes communes, coj^respondant à la conique fixe E et à Vune 
des coniques du rése m infini des coniques E'", décrit une droite 
finie A'; c'est-à-dire que les cordes des contacts de cette conique 
fixe E, avec les coniques E'", passent par un point fixe Q, situé sur 
la droite D qui joint les deux points fixes. 

Théorème XI. *— Si l'on suppose que la courbe du quatrième 
ordre varie en admettant toujours les points l, J du plan commue 
points de recroussement, toutes les droites A', définies dans le théo- 
rème précédent j pa^^sent par un point fixe, pôle de D par rapport à 
E et sous les points Q décrivent la droite fixe D. 



BIBLIOGRAPHIE 



Cours de Géométrie descriptive, à l'usage des classes de Mathéma- 
tiques spéciales, par M. J. Caron. — Un volume de texte et un atlas de 
figures en deux couleurs. — Paris, librairie Foucart, 45, boulevard 
Saint-Michel. 

Depuis plusieurs années, M. Caron avait fait paraître la partie de son 
cours de Géométrie descriptive s'adressant aux élèves de Mathématiques 
élémentaires et aux candidats à TEcole de Saint -Cyr. Cette première partie 
faisait regretter, bien vivement, que la seconde ne fût pas publiée. Cette 
lacune est aujourd'hui comblée par Touvrago que nous allons analyser 
rapidement. 

L^auteur suppose connue la première partie, et fait commencer son livre 
à rétude des surfaces. Après avoir défini les surfaces et parlé de leurs 
propriétés générales, M. Caron étudie les cônes et cylindres, leurs sections 
planes, et les intersections de surfaces cylindriques et coniques, qu'il 
rattache, comme cela est naturel, aux intersections de prismes et de 
pyramides ; mais il étudie à fond les particularités de Tintersection des 
cônes et des cylindres, et surtout les branches infinies. 

Ensuite, viennf^nt les surfaces de révolution, avec une étude des sur- 
faces de révolution simples : cône et sphère, et la résolution des trièdros. 
Un livre spécial étudie les propriétés de la surface gauche de révolution, 
et se termine par Tétude des surfaces engendrées par la rotation d'une 
conique, lorsque ces surfaces sont du second degré. 

Après avoir développé les questions relatives k Tintersection des deux 
surfaces de révolution, dont les axes se rencontrent, M. Caron étudie 
d'une façon toute particulière les problèmes se rattachant aux surfaces du 
second degré, et donne de très grands dévelopements à Tétude des sur- 
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faces du deuxième ordre. Aucune des difficultés qui peuvent se présenter 
aux élèves, dans la limite des programmes, n*a été laissée sans solution. 

Nous venons d'indiquer le plan de l'ouvrage. Quant à la méthode suivie 
par Tauteur, elle se résume en un mot : la rigueur absolue dans les rai- 
sonnements. M. Garon n^admet pas de démonstration qui puisse laisser 
Tombre d'un doute dans Tcsprit des élèves. Avec juste raison, il consi- 
dère la Géométrie descriptive comme une application delà Géométrie, et 
cette dernière science ne peut supporter les raisonnements par à peu 
près. S* adressant à des élèves qui font de la Géométrie analytique, il les 
renvoie, sans hésiter, aux démonstrations par le calcul, lorsque les 
démonstrations géométriques ne lui paraissent pas de nature èi entraîner 
la certitude absolue dans Tesprit de ses lecteurs. Ge n'est pas nous qui 
le blâmerons d^avoir un tel souci de la précision et de Texactitude. 

L'ouvrage, avons-nous dit, est en deux volumes. Tous ceux qui ont 
fait un peu de Géométrie descriptive apprécieront l'avantage d'avoir devant 
lès yeux, quand on suit une démonstration quelquefois un peu longue, 
les figures qu'elles comportent, sans ôlre contraint à tourner continuelle- 
ment les pages, pour passer du texte aux figures. 

De plus, s'il est utile pour les élèves de Mathématiques élémentaires de 
pouvoir, en lisant une épure, distinguer les constructions des données et 
des résultats, cela est encore plus important dans le programme de Mathé- 
matiques spéciales; où les épures se compliquent rapidement. Nous 
devons donc signaler comme un grand avantage d'avoir un atlas en 
deux couleurs, permettant de reconnaître immédiatement les lignes de 
construction, et laissant se détacher ncttemeot sur la figure ce qui est en 
somme la partie intéressante, la représentation du corps que Ton se pro- 
posait d'étudier. 

A. MOBEL. 



NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR M. KOËHLER 



Nous n'avons pu qu*annoncer, dans notre dernier numéro, 
la mort de M. Kœhler, le fondateur du Journal de mathéma- 
tiques spéciales. Nous tenons à revenir sur la carrière de ce 
savant modeste et coasciencieux, qui n'a vécu que pour le 
travail et qui a su se concilier l'estime et l'affection de tous 
ceux qui l'ont connu. 

Ancien élève de l'École préparatoire de Sainte-Barbe et de 
l'École Polytechnique (promotion 1836-1838), il fit la guerre 
de 1870 comme capitaine du génie, donna sa démission en 
1872, et fut nommé, on 1874, répétiteur de mécanique à l'École 
Polytechnique, poste qu'il dut abandonner bientôt (1878), 
pour accepter la direction des études à l'École préparatoire 
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do Sainte-Barbe. G*est à cette époque qu'il succéda à M. Bour- 
get dans la TéddiCtiouàvL Journal de ifathéniatiques Élémentaires, 
Dès son arrivée, il fit entrer les mathématiques spéciales dans 
le cadre du Journal et dédoubla bientôt ce recueil en deux 
parties, lui donnant ainsi la forme qu'il a encore aujourd'hui. 
Mais sa santé, ne lui permit pas de conserver longtemps la 
direction de l'École préparatoire de Sainte-Barbe, qu'il dut 
abandonner en 1881 ; peu après (1882) il quittait le Journal 
de Mathématiques, à la rédaction duquel M. G. de Longchamps 
venait heureusement d'être associé. Aussilôt rétabli, il se mit 
au travail, rentra comme répétiteur d'Analyse à l'École Poly- 
technique en 1886, et fut bientôt nommé examinateur d'admis- 
sion, d'abord en 1887 à titre de suppléant, puis comme titu- 
laire en 1888. C'était trop de fatigue pour lui : déjà malade à 
Paris au mois de juillet, ce n'est que par un prodige de volonté 
qu'il put faire cette tournée de province qui fut pour lui une 
longue souffrance : ayant à peine la force de parler et de mar- 
cher, il faisait bonne contenance aux examens, et les candidats 
ne pouvaient se douter des efforts qu'il s'imposait et qui pour 
nous n'étaient que trop visibles. — « Ce n'est que de l'anémie, 
nous disait-il à Bordeaux, peut-être pour nous rassurer et 
parce qu'il avait lu notre inquiétude sur notre visage. J'ai 
besoin d'oxygène; la campagne et le repos me rétabliront. » 
Hélas ! cet espoir n'a pu se réaliser, il s'était trop fatigué l Ni 
le calme, ni l'air, ni des soins dévoués n'ont pu le remettre. 
Enlevé trop tôt à sa famille et à ses amis, il laisse le souvenir 
d'un travailleur infatigable, d'un mathématicien érudit, et 
d'unhomme intègre ; doué, par dessus tout, de cette bonté native 
que possèdent si souvent ses compatriotes d'Alsace et dont 
nous-même nous avons eu des preuves touchantes. Puissent 
nos regrets apporter quelque consolation à la douleur de sa 
veuve et de ses enfants, auxquels nous offrons le tribut de 
notre sympathie ! 

Nous réunissons ici la liste des articles et ouvrages publiés 
par M. Kœhler, et qui. la plupart, sont assez récents pour qu'il 
suffise d'en rappeler le titre à nos lecteurs. 

1*^ Nouv. Ann. de Math., 2® série, t. VI, p. 448. Note sur l'in 



70 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

tégration de quelques fonctions contenant un radical de second 
degré. — P. 557, note sur la question 825. — Même série, 
t. IX, p. 376. Solution de la question 832. — Ibid. t. XI, p. 21, 
66, 122. Un important mémoire sur la théorie géométrique des 
courbes du troisième ordre, où les principales propriétés de ces 
courbes sont retrouvées, en les considérant comme obtenues 
par un faisceau de coniques reliées anharmoniquement avec 
un faisceau de droites pivotant autour d'un point. — Ibid., 
t. XII, p. 186, 187. Solution des questions 1084-1086. — 
t. XIII, p. 438. Solution de la question 1024. T. XVII, p. 261. 
Solution d'une question posée par M. Realis. 

2° Bulletin de la Société Mathématique de France. T. I, 
p. 27. Sur la construction des courbes du 5® et du 6", ordre à 
points multiples. — P. 124. Sur les réseaux de courbes planes. 
Signalons, en passant, ce curieux théorème, énoncé sans dé- 
monstration : « Un système de courbes du 6^ ordre est assu- 
jetti à avoir neuf points doubles; huit d'entre eux t^ont fixes. Le 
lieu que parconrt le neuvième pour que la courbe soit uaicarsalCy 
est du 180^ ordre. 

3® J, de Math. Spéciales. T. II. Nombre des manières de 
décomposer un polygone en triangles, par des diagonales^ 
p. 325, 327. Théorie des centres des moyennes harmoniques. 
T. III et IV, six articles. — Note sur les fractions continues, 
t. IV, p. 217, 223. — Sur les permutations de ces lettres. 
T. V, p. 32, 33. — Revue sur la résolution de deux problèmes du 
quatrième degré.T.V,p.436,437.Étudesurla forme binaire du 
4<^ degré. Quatre articles dans le t. VI. — En outie, nombreuses 
solutions, remarques et questions dans divers tomes. 

iP Exercices de Géométrie analytique et de Géométrie supé- 
rieure à deux et à trois dimensions. Cet excellent ouvrage est 
devenu classique : il a été apprécié ici-même (1886, p. 43 et 
1888 p. 88) par M. de Longchamps, qui en a fait ressortir 

rinlérêt et la savante conception. 

Lucien Lévy. 
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ECOLE CENTRALE 

(seconde session) 



On donne une ellipse, rapportée à ses axes, 

b^ + aV — «*6* = o, 
et, dans son plan, un point P {p. q), par lequel on mène deux droites 
parallèles aux bissectrices des angles des axes. On considère toutes les 
coniques passant par les points d'intersection de ces droites avec Tellipse 
donnée. Ecrire TéquatiOn générale de ces coniques; trouver le lieu de 
leurs centres et distinguer les portions de cette courbe qui correspondent 
à des centres d'eliipse ou à des centres d'hyperbole. 

On prend la polaire de l'origine des coordonnées par rapport à chacune 
des coniques et l'on abaisse, de P, une perpendiculaire sur cette polaire. 
Trouver le lieu des pieds de ces perpendiculaires. Parmi les coniques con- 
sidérées, se trouvent deux paraboles : trouver leurs foyers pour une position 
donnée du point P et les lieux de ces foyers lorsque le point Pparc3urt : 
1* une des bissectrices des axes de coordonnées; 2o la circonférence 
circonscrite au rectangle des axes de cette ellipse. 



EXERCICES ECRITS 



18. — D'un point P, mobile sur une droite A, normale à 
une ellipse, on peut mener, à cette courbe trois normales; 
soient A, B, C les pieds de ces normales. 

On demande : 

1® Le lieu décrit par le centre du cercle circonscrit à ABC. 

2° Le lieu décrit par Torthocentre de ABC. 

Chacun d'eux est une droite. 

Notes sur rexercice 17 (*). 

Nous convenons de désigner, par la lettrq ç, un point de Tellipse dont 
l'anomalie excentrique est égale à <p. 

I. —D'après une généralisation, bien connue, du tbéorëme de Joachimslal 
si quatre points a, p, y, 8 d'une conique, sont sur une hyperbole équilatère, 
ayant ses symptotes parallèles aux axes de la conique; trois de ces 
points a, ^, Y» ®^ ^® point n -h S diamétralement opposé au quatrième sont 
sur un cercle; il reste donc entre les angles excentriques de ces points, 

la relation : 

a-|-^-i-Y-l-3-hir = 2mit, 

aH-^4-y4-ô = (2w— i)ir. 

(*) Cette solution est de M. Balitrand. Nous avons reçu d'autres solutions, 
irlis élégantes, de MM. L. Rezeau, conducteur des Ponts et Chaussées à la 
Roche-sur-Yon; et Gufifre, Eugène, maître répétiteur au collège d'Argentan. 
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II. — Soit 8 le point donné. Supposons que ^ et y viennent se con- 
fondre avec a. La relafion (1) devient 

3a = (2m — i)ir — o; 

,, , (2m-- i)ir 8 
dou a- 3 -; 

On doit prendre toutes les valeurs de a qui fournissent des points 
différents sur rellipse. Ou obtient ainsi 

_ir8 _7t8 _ S 

ai--3-3» "'~3""3' «3-1Ï-3- 

Ajoutons, il vient : 

«1 H- «2 + «3 H- S = 7C. 

Soit a le point d'osculation d'une telle hyperbole, et 8 le quatrième 
point où elle rencontre la courbe; soient x, y les coordonnées de a, 
X, Y celles de 8. 

On a 8 n= 7c — 3a, 

d'où cos S ~ — cos 3a, sin 8 = sin 3a. 

Par suite : X = — ^ 4- 3a?, \z=-^^^3y. 

Les équations ne renfermant ni terme en a;^ ni terme en y', il en rcsulic 
que la somme des trois valeurs de x est nulle ainsi que celle des trois 
valeurs de tj. Par suite, le centre de gravité du triangle coïncide avec 
le centre de la conique. 

Il en résalte, aussi, que les normales aux trois sommets se confondent 
avec les hauteurs du triangle : elles sont concourantes. 

III. — Supposons que les quatre points d'intersection soient confon- 
dus en a ; la relation (1 ) devient 

4a = (2m — i)ir; 

ce qui donne les quatre points : 

ir 7ï 3ir 57Ï 

ai -.- — - > aj — — » a» — — j a* — — • 
4 4 4 4 

L'équation de la conique sur-osculatricc au point a, = - , par exem- 



ple, se met facilement sous la forme 

xy x^ y_ _ i^ 

2«6 aV2 ^Vâ "^ 
Les coordonnées du centre sont 

X = a^2, 

y — bsi'i ; 
ce qui démontre la proposition énoncée. 



4 
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Le Directeur Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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ETUDE D'UNE COURBE 

AUTOUR d'un point SINGULIER 
Par M. Lucien I^éTy. 



L'étude d'une courbe aulour d'un point singulier présente, 
comme on sait, le plus grand intérêt au point de vue des 
applications du calcul intégral, i u térêt qui explique l'insistance 
avec laquelle les candidats à l'Ecole Polytechnique sont inter- 
rogés sur ce sujet. La méthode de Puiseux, exposée avec détail 
dans de nombreux ouvrages classiques (*), permet de résoudre 
le problème dans tous les cas ou il peut êlre résolu. Elle sem- 
ble cependant quelque peu artificielle, d'une application 
inutile dans les cas simples, et quelques professeurs préfèrent 
encore enseigner des méthodes notoirement insuffisantes, mais 
dont l'esprit leur paraît plus en harmonie avec les idées aux- 
quelles sont accoutumés leurs élèves. Il nous semble qu'on 
peut exposer la méthode de Puiseux d'une manière pour 
ainsi dire plus graduelle, et nous pensons que nos lecteurs 
liront avec intérêt cet exposé qui renferme d'ailleurs deux 
procédés de discussion différents. 

Nous supposons démontré le théorème suivant : 

Dans toute équation, ordonnée par rapport aux puissances ascen- 
dantes de X, «i les ^ premiers termes del' équation, supposée complète, 
tendent vers zéro, p racines de cette équation tendent aussivers zéro. 

J'aurai aussi fréquemment à remplacer f{t^ 4- e) par /*{^), 
lorsque /*(/i) n'est pas nul; et je rappelle, une fois pour toutes, 
qu'en opérant ainsi, je néglige un infiniment petit ;e désignant 
un infiniment petit. 

Ceci posé, soit 

(1) fi^yy) = 9p{^yy) + 9p+i{^»y) + . . . + ?«(aî,y) 

l'équation d'une courbe de degré m, passant à l'origine. Les 

- - ■ ■ ■ ■ . . ■■ ■ -■ ■ ■ 

(♦) Voir par exemple: G. de LoDgcbamps, Supplément; Pruvost, Gèo. 
analytique ; Picquet, Géo, analytique; Laurent, Cours df analyse, etc. 
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polynômes 9 désignent des fonctions entières, homogènes, d'un 
degré égal à leur indice. De plus, p < q < r. 
Toute sécante passant à l'origine et représentée par 

(2) y = tx, 

coupe la courbe en p points confondus à l'origine et en m — p 
autres points dont les abscisses sont données par l'équation 

(3) (pp(i,0 + X(fp-^^{l,t) + ... -4- a^-P<p,(i,0 

H- ... H- aî*"-P(p4 1 ,/) = 0; 

Pour que la sécante devienne tangente, il est nécessaire et 
suffisant qu'une racine de cette équation soit nulle, c'est-à- 
dire que 

(4) (pp(i,^) = o. 

Les racines de cette équation feront connaître les coeffi- 
cients angulaires des tangentes à l'origine ; et la question qui se 
pose est de savoir si, à chaque tangente,correspond effectivement 
une branche de courbe. Toute branche réelle de courbe qui 
passe à l'origine y a évidemment une tangente réelle : donc 
à une tangente imaginaire ne correspondra jamais une bran- 
che réelle (la démonstration algébrique se ferait d'ailleurs par 
la méthode même que nous allons employer). Nous nous 
bornerons aux tangentes à coefficients réels. 

Posons 

A est une constante, t^^ ^j. . . sont des racines simples, t\ 
//...des racines doubles, t\ t^.». des racines triples, et ainsi 
de suite» Enfin, •|p(/) est le produit des facteurs correspondant 
aux racines imaginaires. 

Étude des racines simples. — Pour étudier la courbe 
dans le voisinage de la tangente 

y = kx, 
je vais la couper par une sécante infiniment voisine 

2/ = (^1 + ^)x, 
e étant un infiniment petit. En remplaçant t par k + s> àdJi& 
l'équation (3), on obtient une équation en x qui admet au 
moins une racine infiniment petite, et qui en admettra davan- 
tage, si quelques-uns des polynômes <p, qui suivent lepremier, 
s'annulent pour t = k. Soit (pç{r, t) le premier de ces polynô- 
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mes, non divisible par t — t^; désignons par ^(l) le produit de 
tous les facteurs qui composent <pp(i, t) à Fexception du fac- 
teur t — t^. Cette équation s'écrira, en négligeant des termes 
infiniment petits par rapport à ceux qui sont conservés, 

(5) £*{/,) + aî«-''q),( 1,0 = 0. 

Insistons sur la formation de cette équation qui est Téqua- 
tion capitale dans cette théorie : les termes compris entre <pp 
et 9g doivent êlre négligés, car ils contiennent f — /^ = e, en 
facteur et sont multipliés par une puissance de x qui est ua 
infiniment petit, puisque nous étudions seulement les racines 
infiniment petites de Téquation proposée. De même, les termes 
qui suivent x'^^P<^q sont infiniment petits par rapport à celui-ci : 
enfin, en remplaçant ^{t^ + e) et 9^(1, t^ ■+■ e) par ^{ti) et 
cpg(i, ti)y nous négligeons des infiniment petits qui, multi- 
pliés pare, ou par x'ï "^, donnent des termes infiniment petits par 
rapport à ceux qui sont conservés. 

Cela posé l'équation (5) peut s'écrire 

a;«-p = Ce 

en désignant par C la fraction 7^^ — r, laquelle est und 

— ?g(^ h) 
constante. 

Soit C > 0, g — p impair. Alors, à toute valeur de s, corres- 
pondra une seule valeur de a?, réelle et du signe de e, d'où la 
disposition ci-contre (fig, 1) : 




a> 




Soit c < o, q- p impair. A toute valeur de e, correspondra 
une seule va^leur de x réelle et du signe contraire à celui de é 
{fig. 2). 



76 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



Soit G > G, q — p pair ; il faut alors ne donner à e que 
des valeurs positives. A chacune de ces valeurs, correspondent 
deux valeurs de x, de signes contraires; la courbe traverse sa 
tangente (fig. S). 




Fig. 3. 



Nî 




Fig. 4. 



Soit G < o, 9 — jo pair. On ne doit donner à s que des 
valeurs négatives. Pour chacune, on obtient deux valeurs 
de a?, de signes contraires; la courbe traverse encore sa 
tangente (fig. 4), 

Corollaire I. — Si p = i , le point est dit simple, La courbe 
y passe toujours par une branche effective. 

Corollaire II. — Sip = 2, le point est dit double. Si les 
racines de 92(1,/) = o sont imaginaires, le point est dit isolé. 
Si elles sont réelles et distinctes, le point est un point double 
effectif et il s*y croise deux branches affectant chacune une 
des formes indiquées dans les quatre figures précédentes. 
Nous parlerons plus loin du cas ou les deux racines sont égales. 

Étude des racines doubles. — Nous allons couper la 
courbe par la sécante 

y = if '\-t)x 
qui a pour limite la tangente 

y = t'x. 
Désignons par ^^fj!) le produit des facteurs qui composent 
<Pp(i,0, à Texception du facteur double {t — t')^. Soit aussi 
cpg(i , t\ le premier des polynômes 9 qui, s'annulant pour i = /i, 
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ne sont pas divisibles par {t — t^y, cpr{i, t) le premier de ces 
polynômes <p, non divisible par t — t^. 

L'équation (3) pourra s'écrire ici, en y remplaçant t par 
i' + s et en n'écrivant pas les termes infiniment petits par 
rapport à ceux qui sont conservés : 

(6) e»^i(0 4- tx^-P^,{t') ■+■ ir'-Pcp,(i, = G. 

Remarquons ici que nous avons dû conserver le terme du 
milieu, parce que l'ordre de x par rapport à & n'est pas déter- 
miné; nous avons aussi écrit efi(0» ^^ ^^^^ ^® 9q{^j ^)» P^^^ 
mettre en évidence le facteur ^i(/') qui ne s'annule pas. Il est 
d'ailleurs manifeste que ce terme ne devrait pas être écrit si 
l'on avait q > r. 

Dans l'équation (6), les termes sont infiniment grands par 
rapport à ceux qu'on a négligés; mais rien ne prouve qu'ils 
soient de même ordre. On sait seulement qu'il doit y avoir, 
dans toute équation entre infiniment petits, deux termes au 
moins de l'ordre moindre. Si l'équation (6) renferme seulement 
deux termes du même ordre, le troisième sera d'ordre supé- 
rieur et devra être négligé; d'où plusieurs groupements pos- 
sibles,à chacun desquels correspondront un certain nombre des 
r — p racines infiniment petites. Nous allons les examiner 
successivement. (A suivre.) 



SUR LE THEOREME DE D'ALEMBERT 

Par M. C A. faisant, Docteur es sciences. 



PRÉLIMINAIRES 

En 1887, j'ai public dans le Bulletin de la Société mathéma- 
tique de France (t. XV, p. 42) une Note ayant pour titre 
Démonstration nouvelle du théorèm,e fondamental de la théorie des 
équations. Le théorème dont il s'agit, et qui est assez généra- 
lement dénommé Théorème de D'Alembert, consiste en cette 
proposition, que toute équation f(x) = o, f{x) étant un poly- 
nôme entier, à coefficients réels ou imaginaires, a une racine 
réelle ou imaginaire. 
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La plupart des démonstrations connues jusqu'ici, celle de 
Gauchy en particulier, ont donné lieu à des objections ; une 
autre démonstration, purement analytique et irréprochable, 
due à M. Walecki, présente une grande complication. 

Bref; le théorème en question, après avoir figuré pendant 
plusieurs années dans les cours de Mathématiques spéciales 
et dans le programme d'admission à TÉcole Polytechnique, en 
a été proscrit. Il est indiqué qu'on doit l'admettre comme pos- 
tulatum. 

On ne saurait méconnaître qu'il y a là une lacune profon- 
dément regrettable, dans notre enseignement actuel; le théo- 
rème de D'Alembert prend place dès le début de la théorie des 
équations ; il exprime une vérité qui est loin d'être évidente 
par elle-même, et qui ne saurait, en aucune mesure, relever de 
l'observation directe des faits, comme par exemple les prin- 
cipes généraux de la Mécanique. Passer sous silence la 
démonstration, c'est donc jeter une sorte de doute dans l'es- 
prit des élèves; j'en ai vu me demander pourquoi l'on n'admet- 
trait pas au même titre, sans démonstration, le théorème de 
Rolle, ou celui de Sturm. 

En réalité, la seule cause qui puisse justifier cette lacune, 
c'est l'absence de rigueur, ou l'absence de simplicité des 
démonstrations, comme nous l'avons rappelé plus haut. Si 
donc une démonstration réellement simple et tout à fait 
inattaquable intervenait, on se demande s'il serait possible 
de laisser subsister dans les programmes l'imperfection que 
nous venons de signaler. 

C'est celte démonstration dont nous avons indiqué la sub- 
stance dans la Note rappelée au début. Il nous a semblé utile, 
pour la faire connaître plus complètement du public mathé - 
mathique, de profiter de l'hospitalité que veut bien nous 
offrir le Journal de Mathématiques spéciales. 

J'accompagnerai ici la démonstration de tous les dévelop- 
pements nécessaires, de manière à la rendre accessible aux 
élèves de force moyenne ; et je donnerai, de la sorte, à ceux 
qui me liront, quand même les programmes ne devraient pas 
être modifiés sur ce point, la possibilité d'entrevoir la succes- 
sion non interrompue des vérités, qui seule donne à toute étude 
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un caractère scientifique et philosophique, et qui nous paraît 
aussi nécessaire dans la théorie des équations que dans les 
autres branches des Mathématiques. 

REPRÉSENTATION DES IMAGINAIRES 

1- — Je rappellerai que toute quantité imaginaire, de la 
forme p 4- qi^ peut être représentée sur un plan, soit par un 
point M ayant pour coordonnées rectangulaires jo et q (p pour 
abscisse el q pour ordonnée), soit, plus naturçUement, par la 
droite OM qui joint Torigine au point M. La longueur OM est 

le module \/p* -\- q^ ~ r de p -\- qi; Tinclinaison de OM, ou 
Tangle ZOM que forme cette droite avec Taxe des abscisses 
OZ, en est Vargument 6 ; enfin p + qi peut aussi s'écrire sous la 
forme re^^ . 

2. — On saif, également, que toutes les opérations (additions 
soustractions, multiplications, divisions, élévations aux puis- 
sances entières) que l'on peut effectuer sur des imaginaires, 
conduisent à des résultats de même forme. 

Par conséquent, si y = f{x) est un polynôme 

Oo-x" + flicc'"-* 4- a^x'^-'^ + . . . + am^iX + a^ • 
et si Ton donne à x une valeur imaginaire quelconque repré- 
sentée par OX, le polynôme f{x) prendra une valeur unique 
correspondante qui sera représenté par OY, Y étant un certain 
point du plan. 

CONTINUrrÉ DE LA FONCTION y 

3. — Les dérivées successives /'' [x), f (a?),... /"*" (a:), de /'(a;), 
prennent dés valeurs évidemment finies, pour une valeur finie 
quelconque de x. Au delà de l'indice m, les dérivées sont identi- 
quement nulles. La formule de Taylor est donc applicable à cette 
fonction y, el nous donne, en appelant h un accroissement quel 
conque donné à £C, et A Taccroissemeut correspondant de t/ : 

Si le module de h tend vers zéro, le module de k tend donc 
aussi vers zéro. En d'autres terme?, si nous déplaçons le pointX 
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sur le plan, d'une manière quelconque, suivant XX^, nous 

pouvons donner à ce déplacement une longueur assez petite 

pour que le déplacement correspondant YYj soit lui-même 

plus petit que toute longueur donnée. 

En d'autres termes, si le point X subit un déplacement 

continu suivant une ligne quelconque, Y subira, de son côlé, 

un déplacement continu suivant une certaine ligne. 

k 
On remarquera, par surcroît, que la limite de— ,pour/i=o, 

étant précisément f'{x) = mooX"*"*, quantité qui dépend seu- 
lement do la position du point X, et nullement de son dépla- 
cement, l'angle formé par ces déplacements infiniment petits 
k et h, est constant. Par conséquent, si X parcourt d'abord une 
ligne XXi, puis une ligne XX,, le point Y parcourra les lignes 
correspondantes YY^ et YY^; et l'angle des tangentes en Y, à 
ces deux courbes, sera égal à l'angle des tangentes en X aux 
courbes XX^, XX^. 

DÉMONSTRATION d'uN LEMME 

4. — Lorsque le point X décrit^ autour de Vorigine comme 
centre^ une circonférence dont le rayon est suffisamment grand, le 
point Y décria, autour de l*origine, une courbe fermée, aussi éloi- 
gnée de Voi'igine quon le voudra, dans toutes ses parties. 

En supposant ao = i, [ce qui ne diminue en rien la généra- 
lité de la proposition, puisqu'il suffit de diviser la fonction 
par une quantité constante et finie, pour qu'il en soit ainsi] 
nous pouvons écrire y sous la forme 

ï + — ^-ï ^- ••• + -^ -+--£)' 



ou 



(1) y=i ^m^imo/', + ^ Q-iH _^ f^ g-2.e _^ 

«•ni — 1 /pin 

n appelant r le module et 6 l'argument de x. 
D'après cela, si r augmente indéfiniment, il en est de même 
du module de y. En outre, pour une valeur déterminée de 6, 
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Targument de y tend vers mO, lorsque ?* augmente sans limite, 
puisque le facteur entre parenthèses tend vers Tunité. 

A toute direction OX, d'inclinaison 0, correspondra donc» 
pour OT, une direction dont Tinclinaison sera aussi rapprochée 
de 6 qu'on le voudra, pourvu que la longueur de OX, ou r, 
soit suffisômment grande. Il y aura ainsi une droite 0T« dans 
une direction quelconque, quand le point X parcourant une cir- 
conférence de centre 0, la droite OX prendra successive^ 
ment toules les directions. 

D'ailleurs, y ne pouvant prendre qu'une seule valeur, pour 
une valeur déterminée de r, lorsque le point mobile X revient 
à son point de départ, le point Y reviendra également au 
sien; il a donc décrit une courbe formée. 

Le lemme se trouve ainsi élabli. 

Il est bon de noter que, si X parcourt une seule fois une 
circonférence de grand rayon, le point Y tourne autour de 
l'origine, en faisant m circonvolutions, puisque l'argument 
de y est indéfiniment approché de mO. 

THÉORÈME 

5. — V équation y = o a une racine. 

Si l'on fait ce = o, on a t/o = a^. 

Soit 0A,„ la droite quireprésente cette quantité a^, et sup- 
posons que X décrive autour de l'origine, une circonférence 
de rayon très petit. Il est évident que Y décrira, autour du 
point A,n, une courbe fermée très petite, et aussi rapprochée 
qu'on le voudra de ce point A^, avec lequel elle vient se con- 
fondre à la limite, lorsqu'on suppose que le rayon OX tend 
vers zéro. 

Supposons maintenant que cette circonférence de rayon OX, 
d'abord très petite, se dilate progressivement, d'une manière 
continue, de manière à devenir aussi grande que nous vou- 
drons, en conservant toujours le point pour centre. La courbe 
fermée se dilatera de même, d'une manière continue; et, à un 
certain instant, d'après le lemme du numéro précédent, elle 
sera aussi éloignée de.O qu'on le voudra, dans toutes ses par- 
ties. L'origine lui sera alors intérieure; or ce point était 
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évidemment extérieur, au début, alors que la courbe décrite 
autour de Âm était très petite. Par conséquent^ dans rintervalle, 
la courbe Y, en se dilatant, a nécessairement passé par Tori- 
ginO; en vertu de la continuité établie au n^ 3. 

On a donc eu y = o, pour une certaine valeur de â;; ce qui 
démontre le théorème de D*Alembert. 




RÉFUTATION d'uNE OBJECTION POSSIBLE 

6. — Une objection, plutôt spécieuse que fondée, qui pour- 
rait être faite à la démonstration qui précède, consisterait à se 

demander si la courbe décrite par Y 

lorsque X décrit une très grande 

circonférence, ne serait pas, dans 

certains cas, d'une forme analogue 

à la figure ci-contre, c'est-à-dire ne 

présenterait pas, en 8, une sorte de 

détroit par lequel pourrait passer 

l'origine dans le mouvement de 

dilatalion progressive de la courbe. 

Il faudrait pour cela, comme on le voit, que, dans une certaine 

région tout au moins, l'argument de y pût décroître quand 

l'argument de x croîtrait. 

Or, si nous désignons par ^ le module de y et par 9 son argu- 
ment, nous pouvons écrire y sous la forme 

k désignant une quantité finie. Lorsque r croît sans limite, 

y tend vers r^e*^^; par suite la limite de l'argument (p est »i6. 

Lorsque r est fini, on peut donc écrire 

a 
9 = m6 H- - > 
r 

a étant une quantité variable, mais finie. 

Prenant les dérivées des deux membres, par rapporta 6, en 

traitant r comme constant, puisque X décrit une circonférence 

de centre 0, nous avons 

d(p I doL 
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do 

Donc, pour une valeur de r suffisamment ^-rande, -^ finira 

par devenir constamment positif ; par conséquent la courbe 
fermée, décrite par T, ne pourra par présenter la forme indi- 
quée plus haut. 

REMARQUE FINALE 

7. — Le théorème de D'Âlembert se trouve donc établi en 
toute rigueur, par des considérations empruntées à l'idée 
même de continuité, et de Tordre le plus simple. La continuité 
d'une foncUon entière est démontrée aussi, chose d'ailleurs 
très facile. 

Ou remarquera toute l'analogie qui existe entre l'esprit de 
cette démonstration et la proposition en vertu de laquelle une 
fonction continue réelle devient nulle pour une valeur de la 
pariable x comprise entre a et 6, si les valeurs de la fonction, 
pour X = a et X =^ b^ sont de signes contraires. 

Le langage géométrique employé ci-dessus n'enlève donc 
rien à la rigueur analytique des raisonnements. 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

ÉTUDE BIBLIOGRAPHIQUE ET TERMINOLOGIQUE 

Par M. Emile Vlcarié. 

(Suite et finy yoir p. 55.) 



101. Hyperbole de Jerabek (F'). — C'est la transfor- 
mée par points inverses de la droite d'Euler (*). Elle a pour 
équation : 

26* — c* . v^ (6* — c*) sin 2A 
cos A = G, ou > ^ = o. 
X ^" « 

Cette hyperbole est le lieu des centres de perspective de ABC 

(*) Voir J. Neuberg. — Sur l'Hyperbole F', inverse de la droite cCEuler 
(M. 1888, t. VIII, p. 81-88). 
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et d'un triangle dont les sommets sont sur les symédianes de 
ÂBG, et dont les côtés sont parallèles aux interhauteurs. 
L'enveloppe des axes de perspective est la Parabole de Kiepert, 

102. Parabole de Artzt. — Premier Groupe. Soient a, p, y 

des points qui divisentles côtés de ÂBG dans le même rapport; 

de telle sorte que : 

Ba _ Gp Ay _ 

BC ■" GA ^ AB "" 
Tout triangle a^y a même angle de Brocard que ABC; il est, 
d'ailleurs, perspectif avec le premier triangle de Brocard. Le 
centre de perspective appartient au cercle de Brocard, les 
enveloppes des côtés des triangles apy sont trois coniques qui 
forment le premier groupe des paraboles de Artzt. Ges paraboles 
sont tangentes à deux côtés des triangles aux extrémités du 
troisième, elles ont pour foyers les sommets du second triangle 
de Brocard (*). Ges coniques ont pour équations : 

d*û5 — 4.bcyz = o, 

b-y — ^ax3 = o, 

c^z '- ^cxy = o. 

Second groupe. — Ce sont les enveloppes des côtés des 
triangles de Kiepert. Elles ont pour foyers les médianes de 
ABG, et elles sont inscrites à un quadrilatère formé par les 
deux bissecirices issues d'un sommet et les médiatrices des 
côtés aboutissant à ce sommet. La parabole correspondant au 
sommet A a pour équation : 

[{cy — bz) cos A — ax^ = {¥ — c^)(y^ — z^) sin» A. 

On a des formules analogues pour les deux autres enveloppes. 

103. Paraboles de Brocard. — lly a deux groupes de 
trois paraboles: ce sont les anticomplé nontair^s des paraboles 
de Arizt (**). 



(*) Voir Artzt. — Programme scolaire du Gymnase de Recklinghausm, 1884. 

Lemoine — Mathésis^ t. IV, 1884. Question 350, p. 143. 

P. Barbarin. — Mathésis, t. IV, 1884. Question 3il, p. 142. 

H. Brocard. ~ Propriétés de V Hyperbole des neuf points et de six para- 
boles remarquables (J. S. 1885 pp. lî, 30,58, 76, 104, 123). 

[**) Voir H. Brocard. — Mémoires de V Académie de Montpellier. Section 
des Sciences, 1«86. 
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104. Potentielle triangiilaire. — Nous avons déjà 
signalé cette courbe (J. S. 1887, p. 80) dans cette étude (§ 17); 
nous n'y retiendrons pas. 

105. Coniques centralement associées* — Étant 
donné un point M, les droites AM. BM, CM rencontrant les côtés 
du triangle aux points M', M", M'" ; il existe une conique ayant 
(M) pour centre et passant par M', M", M'". La conique (M) est 
cenlralement associée au point M (*). La conique M, correspon- 
dant au point M (a^ p^ Yo)» est représentée par 

Elle est doublement tangente à la conique (fx), dont Téqua- 
tiou est : 

Sa*(po - To - «o) - 3Sap(po + Yo - ao)(ao "+- To - Po) = O. 

106. Conique (I). — C'est la conique centralement 

associée au centre du cercle inscrit I. C'est la transformée, par 

points supplémentaires, du cercle circonscrit; elle a pour 

équation 

làa[z -h (C — y){x 4- y — 3) = o. 

107. Cubique des dix-sept points. — Elle passe par 
les dix-sept points suivants ; 

Les sommets du triangle, les milieux des côtés, les milieux 
dos hauteurs, le centre de gravité, le centre du cercle circon- 
scrit 0, l'orthocentre H, le point de Lemoine et les centres de 
cercles tangents aux côtés (**). Elle a pour équation : 
hcx(y^ — js*) -h cay{z'^ — x*) ■+■ abz(x^ — y«) = o. 

(*) Pour Tétude des coniques centralement associées et de la conique 
(1) voir : 

G. de Longcliamps. -^ Une conique remarguable du plan du triangle 
(A. F. Nancy lb86). 

(**) Consulter sur ce sujet ; 

Thomsoa. — E, T, août 1864; N. A. M. 1865; pp. 144, 469. 

Kœhler. — Exercices de Géométrie analytiquCf 1886, p. 195-196; Sur une 
cubique remarquable du plan du triangle (J. S., août 1887, p. 169-175). 

M. Lemoine, au congrès d'Oran (Voyez VAnntMire de V Association 
Française; 1888, p. 171), a donné quelques nouvelles propriétés de cette 
courbe et a indiqué d'autres poinls par lesquels passe la cubique. 



86 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

Nous avons résumé jusqu'ici les faits principaux intéres- 
sant la Géométrie du triangle. Pour être complet, il nous fau^ 
drait encore parler de points et de courbes signalés plus 
récemment, et dont l'importance est notable. Mais nous ne 
pourrions le faire sans allonger démesurément ce travail, déjà 
fort étéodu. 

Nous ajouterons simplement que la Géométrie du triangle 
a été généralisée dans certains polygones (*), et qu'elle s'est 
même étendue à l'espace (**). Nous reviendrons, plus tard, 
sur cette extension. 

En terminant, nous prions MM. Brocard, Lemoine, de Long- 
champs et Neuberg de vouloir bien agréer nos plus vifs remer- 
ciements pour les utiles conseils qu'ils nous ont donné, et 
pour les obligeantes communications qu'ils ont bien voulu 
nous faire. 

E. ViGARlÉ. 

Nota. — Malgré tout le soin que nous avons apporté dans 
la Rédaction de cette étude, notre travail contient peut-être 
des erreurs ou des omissions; nous serons reconnaissant aux 
lecteurs qui voudront bien nous les signaler. 

E. V. 



(*) Voir : 

J. Casey. — On the Harmonie Hexagon of a triangle (Proceedings of tke 
Royal Irish Academy^ 26 janvier 1886). 

R. Tucker. — Some properties of a Quadrilatéral in a circle, the rectangles 
tmderwkose opposite sides are equal (P. L vol. XVI). 

J. Neuberg. — Sur le Quadrilatère harmonique (M . tome V, 1885). 

G. Tarry. — Sur les figures seaiblablement associées (M. tome VI, 1886). 

T. G. Simmons. — A New Melhod for the Investigation of harmonie po^ 
lygons (P. L. vol. XVIII, n» 298, 7 avril 1887). 

(*•) J. Neuberg. — Mémoire sur le tétraèdre^ §§ 28-31, 40-44 (Mémoires 
couronnés et autres mémoires publiés par TAcadémie royale de Belgique 
72 pages, 1884. 

J. Neuberg et G. Tarry. — Sur les polygones et les polyèdres harmoniques 
(A. F. Nancy, 1885). 
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VARIÉTÉS 



QUELQUES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE 



8. Détermination de la base hydraulique ou base 
d'essai. — Pour faire l'expérieDce de la vitesse des bâtiments 
à vapeur, on déLermïoe la longueur d'uae base 00', dans les 
conditions suivantes. 

Deux pointa A, A,' (balises, clocbere, sémaphores, etc.), 
définissent la routa rectiligne que doit suivre lé bâtiment. 
D'autre part, sur 
la terre ferme, 
quatre points , 
P.Q,P',Q',dé8i- 
gnés d'avance, 
servent à fixer 
la situation de la 
base d'essai 00'. 
On relève les heu- 
res oîi le navire, 
ayant atteint 

son maximum de vitesse, passe: 1" enO, point en ligne droite 
avec P, Q ; 2" en 0', point d'intersection de P'Q' et de AA'. Pour 
calculer la vitesse cherchée, il reste seulement à connaître la 
longueur de 00'. On sait que cette distance, comme il est 
ordinaire de le faire dans les problèmes du même genre, s'ob- 
tient par un calcul trigonométiique; les éléments nécessaires 
à ce calcul étant fournis par des observations angulaires con- 
TCnables, faite aux extrémités d'une base de longueur connue. 

Nous voulons montrer comment, par de simples chaînages, 
ou peut résoudre le problème en question. Peut-être, en raison 
de certaines difficultés d'orire malériel, la solution actuelle 



-> 
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offre-t-elle des impossibilités pratiques? Nous la présentons, 
néanmoins, pour qu'on puisse la juger. Nous indiquerons, 
d'ailleurs, à la suite, deux solutions notablement plus simples. 

Imaginons, par exemple, que l'espace \J représente une plage 
de sable, sur laquelle, au moyen de grands piquets, on puisse 
aisément déterminer les jalonrements qu'indique la figure. 

Nous obtenons ainsi, sur A A', un certain point a> et, par une 
propriété connue, nous pouvons écrire 

2 I I 

IK'^'Â^ "*" ÂÔ * 

Cette égalité permet de calculer AO. 

En opérant avec P' et Q', comme nous l'avons fait avec P 
et Q, nous calculerons de même, AO'; la différence AO' — AO, 
des nombres ainsi obtenus, donne la longueur de la base 
d'essai 00'. 

On observera qu'en déplaçant les points Q et Q', on peut 
obtenir une base aussi grande que l'on voudra et dont les 
extrémités 0, 0' pourront être, de la sorte, arbitrairement 
cboisies. 

Deuxième Solution. — Getle solution repose sur une trans- 
formation des fi- 
^l\ gures que nous 

avons précédem- 
ment indiquée 
(§ 78); elle est 
particulière- 
ment appropriée 
au cas où la base 
d'essai, prolon- 
gée, pénètre 
dans la partie du 
rivage d'où l'on 
peut apercevoir 
les bouées 0, 0' 

qui représentent 
les extrémités de la base d'essai. 

Soit A un point pris sur le prolongement de 00' ; par A, on 



/ 



y 



ofi. 
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jalonne une droite AR, oblique sur 00' et une autre droite A, 
perpendiculaire à 00'; puis, par le point B, on trace des per- 
pendiculaires aux lignes de visée BO, BO'; on obtient ainsi, 
sur A, les points (o, w'. Ayant mené w'K, parallèle à AB; (o K, 
perpendiculaire à AB, on a, comme nous Tayons démontré au 

paragraphe cité, 

, (o'K 



00' = 



(ûtù 



O) 



K 



N 

O' 



Dans cette opération, la difficulté principale consiste à déter- 
miner les lignes de visée allant,de B,aux bouéesO,0', lesquelles 
sonttoujoursassezéloignées. Nous indiquerons, au paragraphe 
suivant, une méthode qui permet de ]a résoudre. 

Troisièms Solution. — Nous supposons encore que la base 
d'essai soit détermi- 
née par deux bouées 
visibles du point A 
et de la région voi- 
sine. Prenons, dans 
cette région, un autre 
point G et traçons AD 
de telle sorte que 
DAG = CAO; élevons 
ensuite CD perpendi- 
culairement à AC, 
nous avons (§ 111) : 

_j_ _ 2 I 

AO "" ÂD ~ ÂB * 

On calculera de 
même AO'. Finale- 
ment, on connaUra, dans le triangle AOO', les longueurs des 
côtés AO, AO' et la valeur de Tangle OAO'; de ces données, 
on pourra déduire 00'. 

9. La visée sur la bouée invisible. — Soit la bouée 
en question; nous la supposons invisible, du point A, et, 
dans ces conditions, on propose de déterminer la ligne A^ qui 
est perpendiculaire à la direction AO; AZ étant connu, la 
ligne de visée AO se trouvera, par cela même, déterminée. 
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JalODDODS une droite indéfinie A, passant par A; la bouée 
est visible, nous le supposerons, de deux points particuliers 
B, C, pria sur le rivage; les prolongements des lignes de 
visée BO, CO, ren- 



% 



contrent A en P, Q. 






4=-. 



avXA.v ! \ Eu ces points, éle- 

vons des perpendicu- 
laires aux lignes PB, 
QC;soit B leur point 
de rencontre. Comme 
nous l'avons précé- 
demment observé, R, 
se projettent sur A 
eu H, H', points iso- 
tomiques sur PQ. 

D'après cela, nous 

pourrons prendre 

QH = PH' et, en ce point H, élever Hj; perpendiculaire sur 

A. Prolongeons RQ jusqu'à sa rencontre en G avec Ha; et 

soit T le point d'intersection des droites As, Ha;. 

Nous avons, d'après cette construction, 

QH' = HG.HO, _et AH' ^ HT. HO. 

xim ÂH^Ha 

clou HT^-^g^. 

Cotte égalité permet de calculer HT; le point Tétant connu. 
As est déterminé. (A suivre.) 



QUESTIONS RESOLUES 



1. — On donne une conique Tel deux points fixes P, Q. SurP 
on trace une transversale coupant T en A. et B; les droites QA, 
QB coupent F en demc autres points C, D. 

Démontrer que CD passe par un point fixe. 

Prenons pour axes de coordonnées deux droites quelconques 
passant par Q et soit / — o, l'équation de r. 
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L'équation du faisceau QA, QB étant 

ax* -h bxy -+■ cy* = o, 
Tensemble des droites AB, CD sera représenté par 

Xax* -h bxy + cy*) -h f= o. 
Soient 

mx 4- ny -h p = o, m'x -+- n'y -h p' = o 
les équations de AB et de CD ; l'identité 
\{ax'^ -h bxy + cy*) + / :=: (mx -h ny -\- p){m'x + n'y ■+• p') 
donne 

mp' + m'p = A , j 
(H) np' + />n' = h\ 

pp' = h'; 

h, A' désignant les coefficients des termes en x, y, dans f; h" 
est le terme indépendant de a; et de y dans cette même forme /. 
On observera que h, h\ A" sont des coefficients constants. 
Si l'on suppose que AB passe par un point fixe a, P; on a 
(H') mx H- wp 4- p = o. 

En éliminant m, n, p entre les équations (H), (H'), ou a 

p' {xh 4- pA' + A") = wi'aA" 4- n'pA". 
En portant cette valeur de p' dans Téquation de CD, on voit 
que cette droite passe par un point fixe dont les coordonnées 
sont 

a?i (aA 4- SA' 4- A') 4- aA' — O, 

yi (aA 4- pA' 4- A") 4- pA' = o. 

2. — Conditions pour que (x 4- i )" — x°* — i soit divisible 
par IL ^ OL el par x — a*; a, a* désignant les racines cubiques 
imaginaires de Vunitè. 

Cette question est très connue (*). On observe que 

(x — a) (a? — a*) :=: o:* 4- ce 4- i . 
D'après cela, si a est racine de Féquation 

(x 4- i^"* — x"* — I = o, 
alors, l'imaginaire conjuguée a' est aussi racine de cette 
équation. 
La condition est donc 
(1; (a 4- i)*" — a"* — I = o, 

(*) Voyez Nouvelles Annales, 1861, p. 9. 
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OU (— i)"* a^»" — a"» •- I = o. 

On suppose, successivement, 
m = ô/?, m = 6/} ± I, m = 6p ± 2, m = 6p -\- 3, 
et l'on vérifie que l'égalité (l) ne peut avoir lieu que dans la 
seconde hypothèse. 



EXERCICES ÉCRITS 



19, — On considère une parabole P, rapportée à ses axes. 
D'un point M, on peut abaisser trois normales sur cette 
courbe; soient A, B, C les pieds de ces normales. Ces droites 
rencontrent l'axe de P en des points A', B', G' ; on suppose que 
B' est le milieu de A'C 

1® Trouver le lieu du point M. Ce lieu est une développée de 
parabole. 

2® En appelant Xq, y^ les coordonnés de M, et après avoir posé 

2 a?o - po 
= > 

3 2/0 

calculer les coordonnées x^^ y, du point B, et l'équation de AG. 

3® Trouver l'enveloppe de AG. Cette enveloppe est une para- 
bole. 

4® AG rencontre la tangente, en B, en un point I; le lieu de I 
est la tangente au sommet de la parabole proposée. 

5** Sur A'C' comme diamètre on décrit un cercle ; trouver 
l'enveloppe de ce cercle. 

Cette enveloppe est constituée par un système de deux 
droites. 

Notes sur l'exercice 18. 

Soit D (ic,, 1/,) les coordonnées du pied de la normale considérée A; le 
cercle circonscrit F au triangle ABC [Cours de Mathématiques spéciales ; 
(t. II, p. 402j a pour équation 

si Ton a posé 

u — a«4-— !- = 6» H , 

y^ X, 

formules dans lesquelles a, p désignent les coordonnées du point P. 
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Gela posé: l*" Les coordonnées du centre ta de F, sont données par les 



égalités 



1* 






2y + î/, =: m|-^ 

En éliminant le paramètre variable t/, on a 

a^yi{2x + Xi) = [2y 4- y^)b*x,. 

Le lieu de o) est donc une droite passant par le milieu de OP, parallè- 
lement à A . 

2» Pour avoir le lieu de l'orthocentre H de-ABG, il est utile d'appliquer 
le théorème d'Euler (*). 

Soient X, Y les coordonnées du centre de gravité G ; Ç, y; celles do H ; 
l'équation aux abscisses des points A, B, G, I), donne 

Xi 4- 3X =— ;^. 

26^3 
On trouve, de même 1/1 + 3Y = ^. 

G 

D'ailleurs, en vertu du théorème d'Euler, on a 

3X — 2x-\-^, 3Y=22/H-Yi. 
Finalement, le lieu est la droite correspondant à l'équation 

ct^Vi^s •+■ b^x^y = o. 
Elle est inclinée sur un des axes d'un angle supplémentaire de celui 
qui forme, avec cet axe, la normale M. 

Elle passe par l'origine, et son coefficient angulaire est égal et de signe 
contraire à celui de A. 

N.-B. — Nous avons reçu de M. L. Rezeau, conducteur des Ponts et 
Chaussés à la Roche-sur-Yon, une solution identique à la précédente- 
M. Rezeau fait observer, avec raison, qu'on peut déduire, de cet exer- 
cice, le lieu géométrique des centres des cercles circonscrits aux 
triangles d'aire minima circonscrits à l'ellipse; ou, ce qui revient au 
même, le lieu des orthocentres des triangles d'aire maxima, inscrits à 
l'ellipse. 

- Go lieu est une ellipse semblable à la proposée et correspondant à 
l'équation 

4 

(*) Le centre du cercle circonscrit à un triangle ABG, le centre de 
gravité G, et l'orthocentre H, sont trois points en ligne droite ; de plus 

20G = GH. 
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QUESTION 140 

^o^ution par M. Ferval, élève au Lycée Henri IV (classe de M. Macé 

de Lépinay). 



Assigner, par un procédé direct, une infinité de solutions 

entières de l'équation indéterminée : 

(2a" — 2a — i)x* — 4(a' — i)xy + (2a* + 2a — i;y* = — i 

dans laquelle a esl un entier donné. 

On trouvera deux séries de solutions ; Vune commence par les 

systèmes de valeurs : 

X := a + T X = 3a + 4 x=iia + i5... 

y = a y=i3a4-i yr= lia + 4... 

Vautre série se déduit de la précédente, en observant que, si 

l'on change a en — a, V équation demeure la même à l'échange 

près des indéterminées tune dans Vautre, On a donc encore pour 

la préposée les solutions : 

x = a (x = 3a— r (x=iia — 4... 

y=a-i |y=3a-4 (y=iia-i5... 

(S. Réalis.) 
Posons X = y -\- zr 

z devant être entier comme xeiy ; l'équation devient 

2^* — 2{2a — i)2y -h {2a'^ — 20 — i)j5* +1=0, 

et donne 

(2a — i)z ± \/3z^ — 2 

^ 2 

Pour que y soit entier, il faut et il suffit que l'expression 
iz^ — o soit égale à un carré parfait v*. 
Or réquation indéterminée 

î;« ^ 3js* = - 2 
admet les solutions en nombre infini, 

i;=i \lv=5 iv=ig Jv = 7i (1;= 265 
z = î I z = 3 1^=11 jj2=4i («= .i53 
qu'on obtient en égalant v et z respectivement aux numéra- 
teurs et dénominateurs des réduites impaires ramenées à 
leurs plus simples expressions, de \/^ développées en fractions 
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continues de la façon suivante : 

\/3 = I + 2 



2 4-2 



2 -+- 2. . . 

(Journal de Mathématiques élémentaires 1884, p. 15. 
Journal de Mathématiques spéciales 1884, pp. 73 et 97. j 

Au système J 2. P^^ exemple, correspondent les sys- 

( JS — I I 

tèmes de valeurs : 

(20 — iz) -hv 
3/1 =■ = 11^4 

Xi = y^ -h z = I la + i5 

(2a — i)z — V 
î/2 = ^^ = lia — i5 

i 
a. ~ — [■ z = I la — 4, 
2 ^ 

et ainsi on trouve à la fois les deux séries de solutions entières 

en a? et y satisfaisante Téquation; elles se déduisent d'ailleurs 

l'une de Tautre comme Tindique Ténoncé. 

Remarque. — La méthode suivie par M. Ferval, comme Ton 
voit, ramène la question posée parRealis àla résolution d'une 
équation indéterminée, qui appartient au genre des équations 
de PelL On peut obtenir cette équation par une méthode très 
naturelle. Ordonnons Téquation (A) par rapport à a; il vient 

a'^{x — yY — a{x^ — j/») — a;* + 3xy — t/' — i = o, 
et résolvez-la par rapport à o. Le discriminant est 

{X ^ yy[5{x - yy + 4] 
Puisque a est un nombre entier, il faut d'abord que Ton ait 

S(x - yY + 4. = e>, 

6 désignant un nombre entier. 

On peut ensuite éviter l'emploi de la théorie des fractions 
continues, en raisonnant comme il suit. 

Cherchons les solutions, en nombre commensurables de 
l'équation 

(1) 5^« 4- 4 - e« = 

et, à cet effet, observons que cette relation peut se mettre sous 
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la forme suivante 

5t _ ô — 2 _ a 

ô + 2 ~" t "" y 

Ces égalités donnent 



- a» + 5p» - a« + p« 

Si Ton possède une solution entière (ag) de l'équation (1), 
ces formules en donnent immédiatement une seconde, puis 
une troisième, etc. Par exemple, la solution f^ = i Ô^ = 3 
donne une solution nouvelle /^ = 3,. O2 = 7 > i^ suffit, dans 
(2), de supposer a -= 3, fj = i, etc. 

Mais cette méthode ne donne pas toutes les solutions entières 
de réquation (1) ; elle fournit seulement une infinité de solu- 
tions. G. L. 



QUESTIONS PROPOSEES 



263. — Une droite se déplace de façon que trois de ses points 
restent sur trois plans parallèles à une même droite. Démontrer 
qu'un point de la droite mobile se déplace sur un plan. 

(Mannheim.) 

264. — Démontrer que le nombre de variations de la suite 
de Sturm, pour une équation donnée, lorsqu'on y fait a: = a, 
est égal au nombre des racines réelles de cette équation, qui 
sont supérieures à a, augmenté du nombre des racines imagi- 
naires. (Hermite.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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ETUDE D'UNE COURBE 

AUTOUR d'un point SINGULIER 

Par M. Lucien I^éTy. 

{Suitey voir p. 73.) 



1" Groupement. — Le premier et le deuxième terme soiit de 

même ordre, x est de Tordre ; parsuite,a;'~^'estde l'ordre 

9- P 

-, qui doit être supérieur à 2. 

Ainsi, on a r -- p > 2q — 2p, 

ou 

(7) ?• > 2^ — p. 

L'équation (6) se réduit alors à 

(8) tun + ^^-''^1(0 = o, 

laquelle se discute comme TéquatioD (5); on obtient ainsi une 
première branche tangente à la droile 

y = i% 
et Ton a rendu compte de q — p racines infiniment petites 
(données par l'équation 8). 

2* Groupement. — Les deux derniers termes de l'équalion 
(6) sont seuls d'un même ordre: Téquation (6) se réduit à 

ou 

(9) e^^i(r) + a;'-?(p.(i, = o. 

Cette équation se discute encore comme Téquation (o) et on 
trouve une nouvelle branche tangente à la droite 

y = t'x. 
L'équation (9) donue r — q racines infiniment petites do 

Tordre et Ton a la condition 

r - 9 

r — p 



r — g 
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OU r > 27 — p, 

condition identique avec (7). 

Le groupement actuel sera possible en même temps que 
le premier; et les r — ç' racines infiniment petites qui en 




Fig. 5. 



Fig. 8. 




Fig. 40. 



Fig, 6. 




Fig. 7. 




Fig. 9 




Fig. 44 



résultent, ajoutées aux g — p déjà trouvées, constituent les 
r — p racines infiniment petites de Téquation (6). On prévoit 
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donc que le groupement qui nous reste à faire ne sera pas 
possible quand les deux premières le seront et inversement. 
Réunion des deux branches fournies par les deux combinai- 
sons déjà étudiées : on trouvera en juxtaposant deux des quatre 
figures 1, 2, 3, ou 4 une des sept figures précédentes. 

Troisième groupement. — Le premier et le dernier terme 



sont de même ordre ; x est de Tordre 



r — p 



. Pour que le terme 



2(0 f)) 

du milieu, qui est d'ordre i h — ^, soit d'ordre supérieur 

au second, il faut que Ton ait 

^(Q - P) ^ , 
r — p 

ou r < 2q — p, 

inégalité incompatible avec la condition (7), comme nous 

l'avions prévu. Les valeurs infiniment petites de x, au nombre 

de r — p, seront données par Téquation 

£«$i(0,+ a;'-^<Pr(i/)= o; 
que nous écrivons, plus simplement, 
(10) £* + Gx'-P = o. 

Si G est positif etr — p pair, cette équation n'admet aucune 
racine réelle ; le point est isolé. 

Si G est positif et r — p impair, à toute valeur de s corres- 
pond une valeur négative de x et une seule: point de rebrous- 
sement de première espèce (fig. 12), - 





Fig. n. Ftg. 43. 

Si G est négatif et r — p impair, à toute valeur de c corres- 
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pond une valeur positive de x et une seule : point.de rebrous- 
sement de première espèce (fig. 13), 

Enfin si G est négatif et r — p pair, à toute valeur de e 
correspondent deux valeurs de x de signes contraires. On 
retrouve la disposition de la figure 8. 

4® Groupement. — Pour achever Tétude de la racine double, 
il reste à examiner le cas où les trois termes seraient de même 
ordre. Dans ce cas. x^~-p est du premier ordre, x^'-p du second, 

donc 

r - p = 2{q - p), 

ou r = 2q — p, 

condition exclusive des autres : les r — p racines infiniment 

sont données par Téquation (6), qui peut s'écrire ainsi : 



(6 bis) un + — un + (— ) frO, n 



o. 



Si cette équation du second degré a ses racines imaginaires, 
on n'en pourra conclure aucune valeur réelle pour a; : on a 
un point isolé. Si ses racines sont réelles et distinctes, soient 
a^ et ag ces deux racines, on aura 

xfi-P 



e 



= «1» 



x^-p 
et = «2» 

£ 

qui se discuteront comme réquation (5). Elles donneront nais- 
sance chacune, à une branche tangente à la droite j/— /'aï, d'où 
une des sept dispositions indiquées dans les figures S à H. 

Si enfin l'équation {6 bis) a ses racines égales, la valeur com- 
mune de ces racines sera 

On en conclura la ou les deux valeurs de x correspon- 
dantes par une discussion tout à fait analogue à celle de l'équa- 
tion (5) ; mais il est nécessaire d'observer que nous obtenons 

ainsi q — p = racines infiniment petites, et non r — p 

comme il le faudrait. C'est que nous avons calculé, jusqu'à 
présent, non pas les racines infiniment petites elles-mêmes, 



•^ » » 
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mais seulement leurs valeurs principales : c^était suffisant 
tant que ces valeurs principales étaient distinctes; mais ici 
où ces valeurs sont deux à deux égales, il faut pousser le 
calcul plus loin pour séparer entièrement les i — p racines 
infiniment petites. Pour cela, considérant toujours e comme 
Finfîniment petit principal, nous poserons 



X = x' -^ x" 



x' étant la partie principale de x et x" la partie principale de 
X — X \ x" est infiniment petit par rapport à a^. Substituons 
a;' + a?' à ce, et /i 4- s à ^ dans l'équation (3) ; nous aurons une 
nouvelle équation entre les deux infiniment petits a;" et s, 
équation qui devra être traitée comme il a été fait pour 
réquation en a?. Gomme x' est donné par Téquation (H), la seule 
inconnue sera donc a;*. Il arrivera alors de deux choses Tune : 
ou bien Téquation en x" fera connaître pour a;* deux valeurs 
distinctes (réelles ou non) et alors la séparation sera entière- 
ment effectuée ; ou bien les deux valeurs de x seront encore 
égales et il sera nécessaire de pousser plus loin. On posera 



X — X ~f~ X H~ X < 



x'" étant infiniment petit par rapport à a;' et à a?" valeurs 
déterminées par les calculs précédents; puis, on formera l'équa- 
tion en a;'"; elle sera du second degré, comme l'équation en aï'. 
L'équation en ce'" aura ses racines distinctes : sinon on 
recommencera; et Ton finira toujours par séparer les racines, 
à moins que les branches ne soient confondues dans tout leur 
parcours auquel cas la courbe serait l'ensemble de deux 
courbes coïncidentes. 

Eemarque. — Il importe d'observer que la valeur de x 
peut être réelle et dans ce cas, elle pourrait faire croire à 
l'existence d'une branche réelle, sans qu'il en soit ainsi. Par 
exemple, la courbe 

(2/ — ^Y "" 2(1/ — i£)x^ -ha;* — cc^ — y* =0, 
conduit, on posant y = (i + 6)a?, 

è la première valeur approchée x — e, et il semblerait 
qu'à toute valeur de e corresponde une valeur de x et par 
suite un point de la courbe. Mais si l'on pose 

a; = a;' -h x'\ 
on trouve a?"* = x'^ — e' 




1 
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et Ton voit que e doit être positif: on a donc deux valeurs 

pour x\ d'oîi résultent deux points 
sur toute sécante passant à l'origine 
et au-dessus de la tangente. Les valeurs 
de X sont 

et sont positives toutes les deux: on a 
un point de rebroussement de seconde 
espèce (fig. 14). 

^^9' ^^' Cas général : Racines multiples quel- 

conques, — Soit [L le degré de multiplicité de la racine t qui 

correspond à la tangente 

y = zx. 

En posant y = (t + e)a?, 

on sera conduit à une équation de la forme 

(12) Aei* + Bei^-iX» -H Gev-—2x^ -f- . . . + Lx"^ = O. 

11 faudra grouper les termes d6 même ordre. Dans la pra- 
tique, ce groupement se fera sans peine, parce que Téquation 
précédente sera privée d'un certain nombre de termes. On 
obtiendra ainsi des équations binômes ou trinômes qui se 
discuteront, comme les équations (S) et (6). Si quatre ou un 
plus grand nombre de termes sont de môme ordre, on sera 
conduit à des équations dont la résolution présentera les 
mêmes difficultés que celle de toutes les équations de degré 
supérieur au second. Mais il ne se produira d'accident 
nouveau- au point de vue de la discussion des courbes, que 
si Tune de ces équations a une racine multiple d'ordre supé- 
rieur au second. Cette racine multiple représentant la valeur 
princfpale d'un certain nombre de racines infiniment petites; 
pour séparer ces racines infiniments petites, il faudra procéder 
comme nous l'avons indiqué pour les racines données par la 
formule (H). 

Enfin, si le groupement des termes de l'équation (12) pré- 
sente trop de difficultés, on appliquera la règle de Nev^ton 
exposée dans le mémoire de Puiseux ou dans les ouvrages 
classiques auxquels nous nous bornons à renvoyer. 

(A suivre.) 
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SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest Ijebon, 

Professeur de mathématiques, au Lycée Gharlemagne. 



AVERTISSEMENT 

L'Académie des Sciences avait proposé, comme sujet de Concours pour 
le grand prix des sciences mathématiques en 1886, la question suivante : Étu- 
dier les surfaces qui admettent tous les plans de symétrie de Vun des polyèdres 
réguliers. Elle appelait en particulier Tattention des concurrents sur celles 
de ces surfaces qui sont algébriques et du plus petit degrés ou qui jouis- 
sent de quelque propriété remarquable relative à la courbure. 

Notre Mémoire ayant été apprécié avec éloge par l'Académie, nous 
croyons utile de publier ici les principaux résultats qu*il renfermait et qui 
ne dépendent que du programme des Mathématiques spéciales» 

I. — Introduction. 

1. — Les polyèdres réguliers convexes admettent des flans de 
symétrie passant par leur centre^ au nombre de six pour le tétraèdre 
régulier, de neuf pour le cube et V octaèdre régulier, de quinze pour 
le dodécaèdre et Vicosaèdre réguliers. 

2. — Soient un cube AH (fig, /j, de centre 0, et l'octaèdre 
régulier conjugué. Les quatre sommets B, D, E, G dti cube, 
extrémités de deux diagonales menées dans deux faces oppo • 
sées, et perpendiculaires entre elles, sont les sommets d'un 
tétraèdre régulier. Les sommets de Toctaèdre régulier conju- 
gué sont les milieux des arêtes d'un tétraèdre régulier. Ces 
trois polyèdres réguliers sont concentriques. Les neuf plans 
de symétrie du cube et de l'octaèdre régulier conjugué coïn- 
cident; six d'entre eux sont les plans de symétrie du tétraèdre 
régulier. 

3. — Prenons pour plans de coordonnées rectangulaires 
les trois plans de symétrie du cube perpendiculaires à ses 
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arêtes, en leurs milieux. Les axes des coordonnées étant OX, 
OY, OZ (fig. y j, les six plans de symétrie communs au tétraèdre, 
au cube et à Toctaèdre considérés sont 

ZOX', ZOY'; YOX% YOZ'' ; XOZ'", XOY'" ; 

et leurs équations sont 

(1) x= ± y; 

(2) x= ±: z\ 

(3) y --. dt z. 

4. — En supposant qu'une surface du troisième degré, rap- 
portée à trois axes rectangulaires, admette les plans de sjnié- 




* E 



Ft^.^ 



trie (1) ;quela surface obtenue admette les plans de symétrie (2), 
on trouve que Véquation du troisième degré 

(4) o = a + b(x» '\- y* 4- z*) -h 2xyz 

est, en coordonnées rectangulaires, Véquation générale des surfaces 
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algébriques ^du troisième degrés admettant les six plans de symétrie 
du tétraèdre régulier. Nous dirons que tétraèdre régulier est 
directeur de la surface. Nous appellerous^ur/izce^ tétraédriques 
les surfaces représentées par Téquation (4). 

5. — Considérons Téquation générale des surfaces du qua- 
trième degré ayant trois plans de symétrie rectangulaires et 
rapportées à ces trois plans. Supposons que cette surface 
admette les plans de symétrie (1); que la surface obtenue 
admette les plans de symétrie (2), on trouve que Véquation du 
quatrième degré 

(5) o=a4-2b(x«+y*H-z*)-hc(\*-t-y*+z*)+2d(y«z«4-z'x«+x*y«) 
est, en coordonnées rectangulaires, Véquation générale des surfaces 
algébriques du quatrième degré admettant les neuf plans de symé- 
trie du cube. Nous dirons que le cube est directeur de la sur- 
face. Nous appellerons surfaces hexaédriques les surfaces 
représentées par Téquation (5). • 

6. Problème. — Une surface algébrique donnée étant rapportée 
à trois axes de coordonnées rectangulaires, trouver les équations 
de ses plans de symétrie passant par V origine. 

Soit, dans un système d'axes rectangulaires OX, OY, OZ, 

(fia- V, 

(6) o = ao; -f- ^y 4- -^z 

réquation d'un plan passant par l'origine, a, f , y étant les 
cosinus directeurs. 

Rapportons une surface algé- 
brique, donnée par rapport à 
ces systèmes, à un système de / 

trois nouveaux axes rectangu- 
laires OX', OY', OZ'. L'axe OX' 
est la perpendiculaire, en 0, au 
plan (6), l'axe OZ' est l'intersec- 
tion des plans XOY et (6), l'axe 
OY' est dans le plan (6). Par 
hypothèse, OX' fait avec OX, ^*ô'- «• 

OY, OZ des angles dont les c osinus s ont a, p, y. Posant 
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et admettant que a et p ne soient pas nuls en même temps, 
on trouve que les formules de transformation sont 

z = va?' — 8î/'. 
A présent, remplaçons ce, y, i? parleurs valeurs dans l'équation 
de la surface considérée; si cette surface admet le plan Y'OZ' 
pour plan de symétrie, sa nouvelle équation ne doit contenir 
que des puissances paires de x\ en outre des termes indépen- 
dants de X. Donc, en annulant les coefficients des termes où 
Texposant de ccf est impair, on obtient un système d'équa- 
tions simultanées, liant entre eux les coefficients des équations 
du plan (6) et de la surface considérée, quand celle-ci admet 
le plan Y'OZ' pour plan de symétrie. 

7. — Appliquant ce problème à l'équation (4), et ensuite à 
l'équation (S), on trouve que: /° les surfaces représentées par 
V équation (4) n'admettent, comme plans de symétrie passant par 
VoriginCy que ceux du tétraèdre régulier; 2^ les surfaces représen- 
tées par Véquation (S) n'admettent comme plans de symétrie pas- 
sant par Uorigine, que ceux du cube ou de l'octaèdre régulier. 

(A suivre, ) 



QUELQUES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE 

(Svtle, voir p. 87.) 



10. Détermination des courants maritimes i*). — 

« Pour déterminer, dit M. Reveille {loc. cit.), la posi- 
tion du navire, on sait que l'on observe une série de hau- 

(*) Les idées développées dans ce paragraphe sont empruntées, jjour la 
plus grande partie, à une note publiée par M. J. Reveille, professeur 
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teurs prises à différents moments et qu'on appelle hau- 
teurs à intervalle. 

Si Ton a pris quatre hauteurs à inter- 
valle, ces quatre droites de hauteur, 
ramenées au quatrième horizon, et 
corrigées de Terreur personnelle (*), 
doiventconcourir.il n'en est pas ainsi, 
àcause des courants et Ton reconnaît 
que si 1,2, 3, 4 senties droites de hauteur, il faut tracer une 
transversale A telle que les chemins AB, BG, CD soient propor- 
tionnels aux intervalles des observations. « 

On voit, d'après cela, comment la détermination des courants 
maritimes conduit à un problème de Géométrie, pouvant 
s'énoncgr ainsi ; 

Quatre droites i, 2, 3, 4 étant données, tracer une transver- 
sale A, telle que les segments interceptés soient proportionnels à 
des nomJbres donnés. 

Nous rappellerons d'abord comment on résout le problème 
suivant '/Étant données trois droites i , 
2, 3 et une direction xy; parallèlement 
à xy, mener une transversale A telle 
que les segments interceptés soient propor- 
tionnels à des nombres donnés. 

Menons A'B'C parallèle à xy, et déter- 
minons, sur cette droite, un point G' 

tel que 

FC' _ m 

B'A' "" n ' 
m, n désignant les nombres donnés. Soit le point de con- 

d'Hydrographie, dans la Revue maritime et coloniale, tome LXXXiX ; 
296* livraison, mai 1886, p. 274. Celte note est intitulée : Détermination des 
œuranls, par une série de quatre hauteurs â intervalle. 

Ce problème a été traité par M. Fasci dans un article ayant pour titre 
Mémoire sur le point observé et la détermination des courants à la surface de 
la mer. La solution que nous développons ici est celle de M. Reveille. 

(*) Si Ton observe trois hauteurs d*astre simultanées, les trois droites. 
de hauteur correspondantes doivent se couper au môme point, qui est la 
position vraie du navire. 

En général, il n*en est pas ainsi, et les droites forment un triangle 
L'erreur se mesure parle rayon du cercle inscrit; c'est l'erreur personnelle. 
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cours des droites 1,2; OC reocontre la droite 3 en C. En 
menant, par C, une parallèle à xy, le problème est résolu; 
il n'admet, d'ailleurs, qu'une solution. 

Supposons maintenant que Ton fasse varier la direction 
de xy; nous allons montrer que A enveloppe une parabole 
inscrite au triangle i, 2, 3. 

En effet, à un point A ne correspond qu'un seul point B; 
et réciproquement; la droite AB, dont les extrémités décrivent 
sur OA, OB des divisions homographiques enveloppe, comme 
on sait, une conique F inscrite à l'angle AOB. Pour une raison 
analogue, F est inscrite à l'angle BO'C. Ainsi, 'F est une coni- 
que inscrite au triangle ï, 2, 3. Si l'on observe que les angles 
0, 0' interceptent, sur la droite de l'infini, des segments infi- 
niment grands, on voit que Ton peut considérer cette droite 
comme représentant une position particulière de A. La coni- 
que F est donc tangente à la droite de l'infini; en d'autres ter- 
mes, F est une parabole. 
Pour déterminer les points de contact de F avec les côtés du 

triangle OO'O", on peut obser- 
ver d'abord que : si A vient en 
0, C coïncide, au même ins- 
tant, avec 0'; et le point B 
occupe, sur 00', une position 
limite w". Ce point w' donnant 
•* lieu à la relation 




a>"0' m 



<o"0 n 
Le même raisonnement 
prouve que les points de con - 
tact de F, avec les côtés O'O", OO'' sont des points w, co' tels 
que 

0)0' __ m (o'O n 

La connaissance de trois droites tangentes à la parabole F, 
et celle des points de contact, permet, de bien des façons, 
de construire le foyer F de cette courbe. 

Cela posé, revenons au problème que nous avions en vue. 
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Soit r la parabole, déterminée comme nous venons de le 
dire, et tangente aux droites i, 2, 3 ; soit, de même, F' la 
parabole analogue inscrite au triangle formé par les droites 
2, 3, 4. Les paraboles F, F' ont trois tangentes communes en 
évidence; les droites 2, 3, d'une part; et la droite de Finfini, 
d'autre part. Ces deux courbes admettent une quatrième 
tangente commune. Cette droite constitue, précisément, la 
transversale A que nous nous proposions de tracer dans le 
plan des droites données i, 2, 3, 4. 

Imaginons le triangle formé par la droite inconnue A et 
par les droites 2, 3. On sait que le cercle circonscrit à ce 
triangle passe par les foyers F, F' des paraboles F, F'. De cette 
remarque, découle la construction suivante : 

On détermine les foyers des paraboles F, F' ; pa*^ ces points, et 
par le point de rencontre des droites 2, 3, on fait passer une 
circonférence qui coupe celle-ci en deux points M, N; MN est la 
droite cherchée. 

Remarque. — La vitesse du courant (l) se calcule en divi- 
sant Fun des segments AB par Fintervalle des observations 

qui correspondent aux droites 1,2. 

(A suivre.) 



(*) Oq vérifie ces résultats par le calcul en cherchant réquation tangen- 
tielle de F. A cet eftet, ayant posé 

OA = u, OB = V, 00' = c, 00" = à, 

BG m 

^* BÂ=n' 

u V 

on trouve facilement la relation : w^- + (m + n - = n. 

' c 

L'enveloppe de ABC est donc une parabole; cette équation prouve 
anssi que les points de contact de cette courbe avec les côtés du triangle 
OO'O'^ sont bien ceux que nous avons déterminés par des considérations 
géométriques. 



1 



110 JOCfiNAL DE MATHÉMATIOUES SPÉCIALES 



CORRESPONDANCE 



Eictrait d'une lettre de M. Tarry, à Alger, 
(Solution de la question 262,) 

i . . Plaçons-nous dans le cas général de la question propo- 
sée (*), celui qui correspond à l'énoncé suivant : 

On donne^ dans un plan, une conique F ; deux points P, Q sur 
celte conique et deux points quelconques A, B. Par le point A, on 
mène une sécante variable qui coupe F en deux points C, D; on 
fait passer une conique A par les points G, D, P, Q, B. On demande 
le lieu du pôle, par rapport à A, d'une droite fixe quelconque. 

La droite AB (**) rencontre : la conique Y en R, R'; la droite 
fixe PQ, en A' ; et la conique variable A, en un second point B'. 

Or, les deux coniques A, F et le couple PQ, CD rencontrent 
AB en six points B, B'; R, R'; A, A'; qui sont en involution. 
Les cinq points B, R, R', A, A' étant fixes, B' est donc aussi; 
un point fixe. Ainsi, la conique variable A passe par un qua- 
trième point fixe B'. 

Le problème proposé revient donc au suivant, lequel est 
très connu ; 

Trouver le lieu du pôle d'une droite fixe par rapport à toutes 
les coniques circonscrites à un quadrilatère. 

On sait que ce lieu est une conique qui passe par le point 
de rencontre des deux diagonales du quadrilatère et par les 
points de rencontre des côtés opposés (Ghasles, sections coni- 
ques, § 309). 

Extrait d'une lettre de M. d'Ogagne. 

•.. J'ai donné une solution très simple (et plus complète que 
celle que vous avez insérée) de la question 1 de la page 90, du 
numéro d'Avril du Journal de Mathématiques spéciales, dans les 

(*) Voyez Journalf p. 47. 

[**) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Nouvelles Annales (1884, p. S28). Je démontre, en effet, que si R 
est le point fixe par lequel passe CD, ce point se trouve sur la 
droite PQ (avec les notations de voire énoncé) et que si I et J 
sont les points où la droite PQ coupe la conique l\ le point Q a 
même conjugué harmonique par rapport aux couples de points 
(I, J) et (P, R), ce qui achève de déterminer le point R. 



ECOLE NORMALE (1888) 

CONCOURS d'admission 

Solution par M. G. Leinbkugbl, élève au Lycée de Douai. 



Un polynôme f(x), du degré n, vérifie Cidentité 

nf(x) s (x - a)f'(x) + bf'(x). 

/• Chercher les coefficients de f(x), ordonnée suivant les puis- 
sances rfc X — a. 

2® Chercher les conditions de réalité de F équation f(x) ~ o. 

3* Prouver que si b^ est la valeur absolue de b, les racines de 
f(x) = o sont comprises entre 



/n(n — I )bo . /] 

V — i — '' "-^V 



i(n — I )b, 



11 est utile de poser x-^a^Xy pour simplifier la solution. 
Alors, f{x) prend la forme 
F (X)s:aoX« -h a^X»*-* -f- a,X«-2 -i- . . . + OpX"-* + . . . 4- a„, 
avec ridentité : 

nF(X)=:XF(X)+6F''(X); 
ou n(aoX" + a^X"-* -f- a^X"^^ + ... -h a„) 

s:X[naoX'»-*4-(n- 1 )a,X»-2^ . . . +(n-p)apX'»-P+ . , . +an-i 
+ 6[M(n - i)aoX«-2 ^. (n - i)(n - 2)a^X'^ + . . . 
+ (n - p){n - p - i)X"i^2 .^ 2a«_2]. 
L'identification donne 

a^ :i= Oj — a, = ... = a2p+i = ... = o, 



et fl. = 

2 



W(^ — l). 
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_ njn - i)(n - 2) (n - 3)^ ,^ 

2.4 

w(/i -^i) ... (n - 5) ^^^ 

Oe = 2 '^^0» 

2.4.0 

n(n — 1) ... — [n — 2» H- i].„ 

2.4.0 ... 2p 

Les relations précédentes nous montrent que les coeffîcients 

de rang pair sont tous nuls. Il en résulte que, si n est impair, 

le dernier coefficient est nul ; l'équation f{X) = o admet une 

racine nulle X = o, ou aî = a. On peut donc supposern pair; le 

polynôme f(X) ne contient plus que des termes de degré pair, 

et peut s'écrire 

A^ A* A^P 

F(X) -:X« + -^ X^^b -h — X«-*6« + . . . -h ^ X^-^bP 

2 2.4 2.4.0...2P 



2.4.6. . .n 

en supposant ao = i , ce qui est permis. Dans cette égalité, A'^^ 
représente le nombre des arrangements, sans répétition, de 
n lettres 2p k 2p. 
2« L'identité 

nF(X)=:XnX) + 6AX), 
donne aussi en diô'érentiant les deux membres par rapport 

àX: 

nF'(X) =: XF'(X) 4- 6F'''(X). 

On a, de même, nF'(X) - XF'"(X) 4- 6F»^(X), 



nF"-2(X) s XF'»-*(X) -+- bF^X). 

Je dis que ces relations permettent de vérifier, en suppo- 
sant b négatif, la réalité de toutes les racines de F(X) = o, 
et par suite de celles de f(x) = o ; si a est réel, comme nous 
le supposons. 

En effet, si l'on a 6 < o, les quatre propriétés des fonctions 
de Sturm sont applicables à la suite des fonctions 

F(X), F(X), F"(X) ... F«(X); 
et comme les premiers termes de ces fonctions sont tous posi- 
tifs, il s'ensuit que si X varie de — 00 à h- 00 , il se perd n 
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variations; donc F(X) = o a ses n racines réelles. Pour que 
F(X) = G, et par suite f{x) = o, ait toutes ses racines réelles, 
il est donc nécessaire et suffisant que, a étant réel, on 
ait 6 < o. 

3^ La somme des carrés des racioes positives de Téquation 
F(X) étant 

6 An _ bn{n — i) 

2 2 

il est évident que la plus grande racine est inférieure à 



s/ 



n{n — i) 



2 

Mais alors, la formule 

a? = a -h X, 
prouve que toutes les racines de f(x) sont comprises entre 



\Jh J'^'' ^ '^ ela-y/j 



- I) 



EXERCICES ECRITS 



20. — On considère une ellipse rapportée à ses axes ; 
d'un point M {x^, t/^)» on lui mène les tangentes MP, MQ, 
les normales en P, Q, rencontrent, de nouveau^ Tellipse 
en F, Q'. 

Soit M' (cCi, y^) le pôle tangentiel de P' Q'. 

1® Exprimera?!, y^ en fonction de a?o, ^o* 

2® Vérifier les formules trouvées, en supposant que le point 
M appartienne à Tellipse. 

3® Trouver le lieu décrit par M', quand le point M est mobile 
sur le cercle de Monge. 

4*^ Déduire, des formules trouvées, la démonstration du théo- 
rème suivant: 

D'un point w, pris sur Tellipse, on peut mener, abstraction 
faite de la normale au point a>, trois normales à cette ellipse. 
Soient P, Q, R les pieds de ces normales. Les tangentes, en 
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ces poiots, rencontrent la tangente au sommet A aux points 
P'', Q", R". Démontrer les relations suivantes : 
1» SAP".AQ" == a* + c», 

I a* -^ c^ 



1 



AP''.AQ" b' 



Notes sur l'exercioe 19. 

Soit Xi rabaisse 'du pied B de l'une des normales issues du point M. 
on a OB' z=z Xi -^ p. Si B', comme on le suppose, est le milieu de A'C, 
on a 

2OB' = OA' + OC, 

ou 2Xi = iCj -h 053. 

Ayant formé Téquation aux abscisses des points A, B, G, on exprime 
que l'égalité précédente est vérifiée, et l'on trouve, pour représenter le 
lieu demandé, l'équation 

27py^ =z ^[x — p)\ 
Ce lieu est donc la développée de la parabole qui correspond à 
Téquation 

?/» := 4P{X -h P). 

2o On trouve 

2p 20 

3* L'enveloppe de AC a pour équation 

y* 4- 4P^ = o. 
Cela résulte immédiatement de l'équation de AC : 
(B) e*a; — 01/ — p = 0. 

4** La tangente au point B a pour équation 

yVi = P[^ + a;,), 
ou, d'après les formules (A), 
(G) 6«a; + 261/ -h 2p = o. 

Les équations (B), (G) prouvent que le lieu demandé est la tangente 
au sommet (a; = o). 

5* Le cercle décrit sur A'G' comme diamèti'e, a pour centre le point 
B'; son équation est 

a;* -+- î/* — 2a;0B' + OA'.OG' = o. 



ou x^ -+- 



y - ^p^'i' + J) + p'ii + {.+ ■) = °- 



L'enveloppe demandée est représentée psjr l'équation 

y =z ±{x — p)v/3. 
Elle est constituée par un système de deux droites passant par le 
point (p, 0) et inclinées, sur oa?, d'angles égaux à ± Cqo. 

Nota. — Nous avons reçu de bonnes solutions de cet exercice de 
MM. Rezeau, conducteur des ponts et chaussées, à la Roche-su r-Yon; et 
Ravier, maître auxiliaire au lycée Louis-le-Grand. 
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QUESTIONS RESOLUES 



3. — Calculer la somme des coefficients du binôms, ces coefft- 
cients étant pris de trois en trois (*). 

Dans ridenlité 

(1) ( I -h a?)"» = Ao + AiX -h k^x^ -4- . . . 
Posons 

U = Ao + Aj +... 

(2) V = Al + A, +... 

W = Aj + Ag + . . . 

et proposons nous de calculer U, V, W. 

Nous avons d'abord, par une relation connue, (déduite de 
ridentité (1) en faisant x = i), 

(2) 2»^ = U + V + W. 

Remplaçons, maintenant, x par j, j désignant une racine 
cubique imaginaire de Tunité; on a 

(i + j)"» = Ao + A J + Aj« 
+ A3 + AJ + k^j^ 

OU (i + jy^ = u + vy + wy«. 

Nous en déduisons 
OU, en observant que j -h j* =— i : 

(4) (_ i)"» =: Uj"* -h Yj"^^ -h wy^+2. 

Considérons maintenant l'égalité 

A + b; + Cf = o, 

et remplaçons j et j' par leurs valeurs : 



'^--^ . 



(*) Le cas général, celui où l'on prend les coeflScients binomiaux de 
/) eu p, a été traité par M. Catalan [Nouvelles annales, 1861 ; p. 260). La 
solution algébrique esl possible, toutes les fois que Ton peut déterminer 
une racine primitive de Téquation sp — 1 = o. 

En désignant par S«, Si, ... Sjd— 1 la somme des coefficients, pris de p 
enpj en commençant respectivement par les coefficients de rang i, 2, 
, . . p ; on a, comme le prouve M. Catalan, 

pSk = (i + 6)'».6-fc -h (iH- 6*)»».6-2* + . . . + (i + 6J>)w.6-P*. 
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Nous obtenons les relations : 

2 2 

c'est- à- dire 

A = B = G. 

Gela posé, si nous revenons à Tégalité (4), nous pourrons 
distinguer trois cas, suivant que m, m -f- i, ou m -t- 2 est un 
multiple de 3. 

Par exemple, si m est un multiple de 3, on a 

(5) V = W = U -(- i)*». 

Les égalités (3) et (3) résolvent la question proposée, etc. 

Remarque. — Nous rappellerons, à propos de cette question, 
comment on calcule la somme des coefficients du binôme, pris 
de quatre en quatre (V. Nouvelles Annales, 1861, p. 8); ce pro- 
blème comporte quatre inc onnue s. Pour les déterminer, on 
remplace, dans (I), ar par v/— i ; puis, après avoir posé 

Oj = A| -f- Aj -T~ • • • , ^8 ~~" -^8 ^~ ""7 •" • • • » 
Oji -^^ A 2 "T- Aj ~i- • • ' 9 "^4 ~" -""O •" ♦ "• • • • > 

on observe que 

S, + S, = S, 4- S, = 2--S 

et l'on trouve, finalement, 

4S1 == 2"» -h (i 4- i)"* -f- (i - i)"», 

4eSj = t.2*" -h (i -h t)"* -- (i — f)"*, 

4S3 = 2"» - (i -h î)*» 4- (i - 0*^, 

4184 = i.2"* — (i + t)*^ -h (i — i)"*. 



QUESTION 133 

Sk»lation« 



Soient ABG ww triangle; A'B'G' le triangle formé par les trois 
tangentes en A, B, G au cercle circonscrit; le centre du cercle 
inscrit; A^, B^, G^ lespiedsdes bissectrices intérieures, A,, B,, G, 
les points où les perpendiculaires menées par à OA, OB, OG 
oupent respectivement BG, G A, AB. Soient Ha , H5 , Hc les coniques 
qui passent respectivement par les cinq points A', B^, Gi, B„ G,; 
B', Gj, Al, Gj, Aj,; G', A^ B^, Aj, G,. Ce* coniques sont des hyper- 
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boles, elles ont deux à deux une direction asymptotique commune, 
auti'parallèle à Uun des côtés du triangle A'B'C. t'n dehors des 
points communs qui les déterminent et des points situés à Uin- 
fini, Hb et Hc, Hc et Ha, H^ et H5 se coupent en A„ B,, G,. 
Démontrer que les parallèles menées respectivement par Aj, B3, G, 
à B'G', A'G', A'B' se coupent en un même point. 

Énmcer les théorèmes analogues obtenus, en remplaçant par 
Oa, centre du cercle ex-inscrit. (E. Lemoine.) 

Les coordonnées normales des points A^, B^, G^ sont : o, i, 
1 ; 1,0, I ; I, 1,0. Gelles des points A', B\ G' sont :-a,b, c; 
al-bU; a, 6, -c; celles des points A„ B„ Gj sont: o, (p-c), 
l{p-b); - (p - c), o, (p - o); (P - b), - (p - 0), o. 

Les équations des droites A^Aj, A,Bi, sont : 

a (p - a) - Mp - c) + r (p - ^) ^ ^' 

~ a (p - c) + p (p - 6) 4- Y (p - c) = o. 

L'équation de Hc est de la forme 

(AiB,) X (A,Bi) + Xaf. = o. 
En déterminant X par la condition que Thyperbolc passe 
en G', on a, pour l'équation de H^, . 'J 

(1) [a(p-a)-p(p-c)-hY(p-c)][-a(p-c)4-p(p-6) 

_i_ y(p — c)] — ap ab cos* G = o, 

ou 
a«(p - a) - p\p - 6) + Y»(p - c) -h py{c - 6) 4- Ya(c - a) 

4- ap(a + 6 — 2p cos G) = o. 

On aurait de même les équations de Ha, Ht; si Ton cherche la 
direction asymptotique de Hc on trouve G' A' et G'B'. 

Il suit de le que H5 et Hc ont B'G' pour direction asympto- 
tique commune ; Hc et Ha ont G' A' ; Ha et Hb ont A'B'. 

Gela posé, si Ton a-oate les équations de Hb et de Hc, prises 
sous la même forme que Téquation (1), on a, en divisant par a: 

(2) a(p - a) + p(p cos G - 6) H- y(P cos B - c) = o. 

Gette équation représente la droite qui passe par A3 et qui 
est parallèle à B'G'. On aurait, de même, les droites qui passent 
par B3, G3 et qui sont parallèles à G'A', A'B'; on trouve que 
les droites se coupent au point : 

a\abc - 2p{p - b){p -c)] ^^|^ 
p •— a 



* 
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OU plus simplement : a7\{2R — 7\), etc., que nous appellerons 
M, R, r, Ta, Tb, rc , représentant comme à l'ordinaire les rayons 
du cercle circonscrit, du cercle inscrit et des cercles ex- 
inscrits ; le théorème est donc démontré. 

Remarque. — Le point M satisfait, comme on s'en asssure 
facilement, par une substitution directe, aux équations des 
hyperboles Ha, H^, Hc; de sorte que Ténoncé de notre théorème 
eût dû être déterminé ainsi, au lieu de : en dehors des points 
communs qui les déterminent, etc. 

Il eût fallu : Les trois hyperboles se coupent en U7i même point. 
Notre énoncé devient alors évident, puisque les trois points 
A3, B3, C3 se confondent en M. 

Je vais maintenant énoncer le théorème analogue en rem- 
plaçant le centre du cercle inscrit par le centre d'un cercle 
ex-inscrit, Oa, par exemple. 

Avec les notations précédentes, soient, de plus, A^, B^, G[ 

les pieds des bissectrices extérieures ; A,a , Bia » G,a les points oh 

les perpendiculaires menées par Oa à AOa, BO^, GOc coupent 

respectivement BC, GA, AB. Soient Haa, Hab, Hac les coniques 

qui passent respectivement par les cinq points: A' B'^, CJ, B^a, 

Cja/ B', Gp Al, Cja, Aja/ G', B\ Al, Bja, Ajo/ ces coniques sont 

des hyperboles qui ont, deux à deux, une direction asymptotique 

commune parallèle à Vun des côtés du triangle A'B'C Ces trois 

hyperboles se coupent en un point Mo qui a pour coordonnées : 

- ara(2R + Ta), brb(2R - r^), crc(2R - r^). 

E. L. 



QUESTION 141 

Solution», par M. Ferval, élève au Lycée Henri IV, classe de M. Macô 

de Lépinay, 



On propose d'assigner, par un procédé direct] une infinité de 
solutions entières de r équation indéterminée: 

(a« — a — i)x« — (2a« — 3)xy + (a» + a — i)y* = i, 
a était un entier donné. 
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Note. — On trouvera, en outre des valeurs initiales \ ~ 

les deux séries de solutions : 

x = aH-2 (x=3a4-5 (x = 8a-}-i3 

yz=aH-i |y=3a+2 |y = 8a + 5 

x = a— I (x=3a—2 (x=:8a— 5 

y = a — 2 (y = 3a — 5 '(x = 8a— i3 

se déduisant Vune de Vautre comme dans la question précédente, 

(S. Réalis.) 

Posons encore a? = j/ -f- 2 

dans l'équation proposée, nous en tirons 

(2a — i)z ■+■ v/5j5" + 4 
y = i, 

et nous ramenons la question à la résolution en nombres 
entiers de l'équation : 

(1) U» - 5;3* = 4. 

Or si l'on développe \/b en fractions continues sous la 
forme : 



VS:^ 



4 



2 + 4 



2 + 4 






X 

on observe qu'une réduite auelconque —* satisfait à la rela-: 

tion : 

X| - 5 Y? = (-^ i)V 
et on en conclut que les solutions entières, en nombre infini, 
de l'équation (1) 

rj = '3 (U = 7 (U=i8 

z = î 1^=3 l z = 8 

sont respectivement les numérateurs et dénominateurs des 

réduites paires^de \/5, préalablement divisés par les puis- 
sances de 2 marquées par leurs indices dimiminués d'une 

unité aux valeurs | "" o ? correspondent 

1 z = J 
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(2a— iUh-U , / (2a--i)z— U _ 

2/1 r:= ^ =3a4-2 ^Ayt= - — ^ — =3« -^ 

^1 = ^1 + ^ = 3a + 5 ( 052= 2/2 + -2 = 3a — 2 

On trouve simultanément les deux séries de solutions 
entières eu a? et i/ qui vérifient l'équation donnée. 

Enfin, on a : x = y = \, lorsqu'on prend ] tt _ 



QUESTIONS PROPOSÉES 



265. — Soit 

â? = -;;zï [Cn,l — 3 Cn,3 -^ 3* Cn,5 — • • •] 

Si Ton fait n = i, 2, 3» • . ., les valeurs de x sont : -*- i, 
— I ou zéro. (E, Catalan.) 

266. — On inscrit à un triangle ^ixe ABC tous les triangles 
A'B'C ayant même centre de gravité G. Démontrer que les 
côtés B'C, C'A', A'B' enveloppent trois paraboles. 

(J. Neubej^g.) 



ERRATA 

1° Page 84, au lieu de 

a^x — 4bcyz = o, b^y — ^axz = o, c^z — 401:1/ = o ; 
Usez : 

a^x* — 4hcyz = o, 6'jy* — 4000;;? = o, c^z^ — 40^05^ = o. 

2^ Page 91, au lieu de 

x^ioLh + ^h' -h h'') + a/i' = o ; 
lisez x^ioih -i- ^h' -h h") -h oJi'^ = o. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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DEMONSTRATION 

DU THÉORÈME DE d'aLEMBERT 

Par M. Manseot, professeur de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Troyes. 



J*ai fait connaitro, depuis plusieurs années, à quelques pro- 
fesseurs de l'Université, une démonstration nouvelle du théo- 
rème de d'Alembert, qui a quelque analogie avec celle que 
M. Laisant a, récemment (*), indiquée dans ce journal. 

Pour établir ce théorème, je commence par démontrer la 
proposition suivante, qui en est un cas particulier. 

Lemme. — Le produit 

Z = z(z - ai)(z - a,)... (z - a„), 
dans lequel a^, a,,... an, désignent des quantités données, réelles 
ou imaginaires, en nombre limité, et pouvant être nulles^ peut 
acquérir toute valeur donnée H, réelle ou imaginaire, pour une 
valeur œnvenable de la variable imaginaire z. 

La proposition est évidente lorsque H est nul. Supposons 
H 7^ o. 

Représentons les quantités z, a^, a„... tir», par des points rap- 
portés à deux axes rectangulaires wx, wj/; et les quantités Z, 
H, par deux points rapportés à deux autres axes rectangu- 
laires OX, OY. Le point H ne coïncide pas avec le point 0. 

Faisons décrire au point z une circonférence y, de rayon r, 
autour de <o, et supposons d'abord qu'elle ne passe par aucun 
des points a^. Après la rotation, l'argument de s a augmenté 
de 27c; celui de « — Op a augmenté également de 21c ou a repris 
sa valeur initiale, selon que le point Op est intérieur ou exté- 
rieur au cercle y (*). La somme des arguments des facteurs 



(*) Voyez, p. 17. 

(•) Cela résulte de ce que Targumenl de « — Op est égal, comme on 
s'en assure aisément, à Tangle que fait la parallèle QpX' à (i>a;ayec la droite 
joignant le point ùp au point z, 
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de Z, c'est-à-dire Targument de Z, a donc éprouvé, dans tous 
les cas, une augmentation égale à un multiple de 27c. D'un autre 




Fig. 4, 



Fig. 



côté, le module de Z, qui est le produit des modules de ses fac- 
teurs, a repris sa valeur primitive, sans s'être jamais annulé. 
Comme enfin Z est une fonction continue de z, puisqu'il en 
est ainsi de tous ses fadeurs (*) ; dès lors, tandis que le point 
z a parcouru la circonférence y, le point Z a dû décrire d'un 
mouvement continu une courbe fermée G comprenant l'ori- 
gine dans son intérieur. 

Si la circonférence 7 passe par un des points a^ (fig. 4), on 
substituera, à l'arc infiniment petit de celte circonférence, qui 
a pour milieu le point a^, tout autre arc infiniment petit ne 
passant pas au point a^. De cette façon, lorsque le point s par- 
courra le contour fermé. y, ainsi modifié; le point Z décrira 
encore, comme précédemment (fig. 2), une courbe fermée G 
ayant, dans son intérieur l'origine 0, qui sera ici infiniment 

voisine du contour G. 

Observons maintenant que si le rayon r, module de 2, 
devient infiniment petit, ou infiniment grand, il en sera de 
même du module de Z, et la courbe G aura tous ses points 
infiniment rapprochés, ou infiniment éloignés de l'origine 0. 

Gela posé, faisons croître r d'une manière continue, à partir 

(*) Ou, si l'on veut encore) parce que Z est une fonction entière de z. 
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de zéro, et au-delà de toute limite. La courbe fermée C, d^abord 
réduite au point 0, prend naissance tout autour de ce point, 
s'agrandit et se déplace d'une manière continue (*), ayant 
toujours dans son intérieur Torigine 0, et les distances de 
cette origine à tous les points de la courbe finissent par deve- 
nir plus grandes que toute longueur donnée. Dans ce mouve- 
ment la courbe G a dû passer nécessairement par tous les 
points du plan XOY, et en particulier par le point donné H. 
Il existe donc une valeur de z donnant, à la fonction Z, la 
valeur H ; et le lemme est démontré. 

Je vais en déduire que toute fonction entière de z, de degré m, 
est identique à un produit de m fonctions linéaires de z (**). 

Cette proposition, vraie pour m := 2, sera établie dans toute 
sa généralité si je prouve qu'en la supposant vraie pour une 
valeur quelconque m = n de w, elle Test aussi pour la valeur 
m = n -{- I. 

Or soit 
A+i W = Ao2"+^ + A^z'^ + » . . + An^ + A„+i = zfn{z) + A„+4 
une fonction entière de degré w + i . Le polynôme /"«(z), dont 
le degré est n, est par hypothèse identique à un produit de n 
facteurs linéaires lel que K{z — ai){z — a^) . . . (« — an\ K 
étant une constante; et Ton a l'identité 

fn+i(z) s: Kz{z - a^){z - a,) . . . (z - oj -4- A„+i. 

Mais,, d'après le lemme démontré, le second membre de 
cette identité s'annule pour une certaine valeur de z, telle que 
j5 = 6. Il s'ensuit que le polynôme /î,+i(a) est divisible par 
^ — &. Le quolient de cette division, qui est un polynôme 
entier de degré n, sera identique, en nous appuyant toujours 
sur notre hypothèse, à un produit de n facteurs linéaires. 
Ainsi, fn^i{js) est un produit de n + 1 facteurs linéaires. 

c. Q. F. D. 

Nota. — Les premiers principes de la théorie des équa- 
tions sont susceptibles d'une généralisation que je vais 
indiquer. 

(*) D'après la continuité de la fonction Z» 

(•*) Ce théorème est, à la forme près de l'énoncé, le théorème dd 
D'Alembert. 
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n=stn 

Soient ^{pn -+- înf)2"= F(2>i) un polynôme entier en js, de 



n = o 



degré i», et N un nombre positif donné. Le polynôme 

F(s, t\/N) de degré m, est identique à un produit de m facteurs 
linéaires, tel que 

[(ai + b^t)z H- «1 4- pit][(a8 + 6j»> + a, + p^d... 
On entend par là que si Ton développe ce produit et que 
Ton remplace le carré de i par — i partout oii ce carré peut 

être rais en évidence, on obtient Je polynôme F{z, îv/N). Il en 
résulte que si Ton remplaçait i" par — N, de la même façon, 
dans le développement du produit suivant 

le polynôme obtenu ne serait autre chose que F(z, i). On peut 
donc énoncer cette proposition : 

Tout polynôme entier en x, de degré m, à coefficients de la forme 
P "+* 9^> 9^* ^l tonjourô décomposable, et cela d'une seule manière, 
en un produit de m fonctions linéaires de x, non seulement quand 
on remplace i* par — i dans le développement du produit, mais 
encore lorsqu^on remplace i* par tel nombre négatif que Von veut, 
donné à l'avance. 

Les facteurs du produit différeront, en général, suivant la 
grandeur de ce nombre. 
La proposition qui précède conduit immédiatement à celle-ci : 
Si N désigne un nombre positif donné à volonté, f(x) une 
fonction entière de degré m, à coefficients de la forme p + qi, 
il existe m systèmes, généralement distincts, de deux 
nombres A et B, et m seulement, satisfaisant à cette condition 
que le polynôme entier en î, f{k ■+- Bi), soit divisible par 
i« + N (*), ou, ce qui revient au même, soit nul lorsqu'on y 
remplace i^ par — N. 



(*) Le multiplicateur de i* + N peut être zéro. 
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ETUDE D'UNE COURBE 

AUTOUR d'un point SINGULIER 

Par M. Lucien l4éTy* 

[Suite et fifiy voir p. 97.) 



SECONDE MÉTHODE 

Nous avons coupé la courbe par la droite dont l'équation est 

(a) y = (/j + t)x; 

et, pour déterminer œ^ nous avons formé des équations telles 
que (5), (6), (8), (9) et (10) : nous désignerons Tune quelconque 
d'entre elles par Téquation 

(6) F(e, x) = G. 

Mais au lieu de résoudre cette équation par rapport à x, ce 
qui nous donne les points de la courbe situés sm* chaque sécante^ 
on peut la résoudre par rapport à e et porter la ou les valeurs 
de e dans Téquation (a) : on obtient ainsi le lieu de ces points. 
L'équation prenant la forme 

y = t^x + Aa;« 4- BxP + . . . 
on obtient une parabole qui sera toujours facile à construire. 
Un seul cas mérite de nous arrêter un instant : c'est celui ou 
réquation (6) aurait des racines égales. Considérons par 
exemple Téquation (6''") lorsqu'elle a ses deux racines égales : 
pour séparer les racines nous avions posé a? = x' + a?". Nous 
poserons ici e = e' -i- e", considérant x comme Tinfiniment 
petit principal : & sera la valeur principale de e. Puis, e' étant 
connu, réquation (&) devient une équation entre e'' et ce, qu'on 
traitera comme la précédente. 

Soit par exemple, l'équation déjà étudiée : 

(y — 0?)* — 2{y — x)x* -*- a;* — aj* — y* = o. 

Nous avons trouvé en posant 

î/ = (l 4- 6)0?, 

la valeur principale de e 

e = ce. 
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Posons alors t = e' 4- e" = a? -h e". L'équation devient, après 
suppression du facteur «", 

(a? H- t'y — 2(x -h z")x -h aï* — rc« — (i + 6)«aî* = o 
ou en la réduisant à ses termes d'ordre moindre : 

e"«- aï» = o, 

e'' = ± a? \/x. 

Nous avons donc z =. x± x yjx^ 
et les deux paraboles à construire dans le voisinage de Torigiiie 
seront représentées par 

j/ = (T + 05* ±: ir* yj X, 
Elles remplacent, dans les mêmes limites, les deux branches 
qui constituent le point de rebroussement de seconde espèce. 

Points à rinfini. — La même méthode s'applique aux points 
àVinfinî. Si 

y — ex -h d 
est l'équation d'une asymptote ; on coupera par 

y = ex 4- d 4- e ; 

et, en posant x = -, on aura, entre s et r, une équation qu'on 

saura traiter comme les précédentes. 

Pour les branches paraboliques, il sera préférable de former 
le faisceau des droites qui joignent l'origine aux points où la 
courbe est coupée par une parallèle à direction asympto- 
tique correspondant à l'équation 

I 

y=z ex -{- - 

r 

En remplaçant c par c + e, et supposant s infiniment petit 
ainsi quer, on aura des points, aussi éloignés que l'on voudra, 
sur la branche paraboliqae considérée. 

L'équation en e et r sera étudiée comme celles que nous avons 
déjà rencontrées. 

Exemple. — Gomme application des théories précédentes, 
nous étudierons la courbe proposée au Concours de VÉcoU Nor- 
male en 1888, 

x{x^ - !/*)• + ^xy{x - yY - ^y{2y - 3a?) = o. 
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lo Disposition à Vorigine. — Les termes du plus faible degré 

sont — 4!/(2y — 3x) d'où deux tangentes Taxe des x(jf = o) 

et la droite OA, représentée par (2y ^ 3a; =; o). Pour voir 

comment la courbe se comporte dans le voisinage de Ox, 

coupons par 

y = 60?. 

En égalant à zéro les termes infiniment petits de Tordre 
moindre, nous obtenons Téqualion 

«« H- I2Ç = o; 
d'où la disposition indiquée par la fig> 1S. 

La parabole auxiliaire dont nous parlons dans notre seconde 

x^ 
méthode aurait ici pour équation y = .LabrancheCOB 

touche Ox en quatre points confondus (contact du 3**"® ordre). 

Tangente OA. — Nous poserons y = (-H-eja?. Les termes 

infiniment petits à conserver sont ici 

3a:» 

126 = o 

2 

d'où la disposition représentée par la fig. 46. 





Fig. 15. Fig, 16, 

La parabole auxiliaire indiquée par la seconde méthode a 

pour équation 

Zx X* 

Le contact avec OA est du second ordre (inflexion). 
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2® Branches infinies, — Les termes da plus haut degré étant 
x{x* — y*)', nous trouvons comme directions asymptotiques 
Taxe des y, qui est direction simple; et les bissectrices OF et 
OG qui sont directions doubles. 

Direction asymptotique Oy. — Soit x infiniment petit; comme 
y est infiniment grand, nous poserons y = -7, et j/' sera infi- 

if 

niment petit. L'équation entre x et y' devient, en se bornant 
aux termes d'ordre moindre : 

ac - Sy'» = 0. 
x doit être positif et il lui correspond deux valeurs pour y% 
d'oli deux valeurs infiniment grandes pour y. On a donc la 
disposition de la figure 18 (inflexion à Tinfini). 





OC/ 



Fig, 17, 



Fig. 18, 



Direction de la première bissectrice OF. — Posons j/ = a: 4- e, 
e doit être infiniment petit pour que x soit infiniment grand; 
donc OF sera l'asymptote elle-même et nous poserons 

I 
x = —. 
x 

x' étant infiniment petit : l'équation réduite entre entre x' et 
e sera 

e« -4- x' = G. 
Donc xf est négatif quelle que soit la valeur de & et l'on a 
la disposition (rebroussement de première espèce à l'infini). 
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Direction de ta deuxième bissectrice OG. — Après avoir con- 
staté que Tasymptote correspondante est rejetée à Tinfini, 
posons 

(A) 1/ = - ce + -, 

X étant un infiniment petit. 

Le faisceau des droites qui vont de Torigine aux points de 
rencontre de la courbe avec la droite (A) a pour équation, 
après suppression du facteur a? -*- y, 

x{x + y){x - t/)« H- ^xy\{x - yf - 42/(2^ - 3x)'k\x + yf = o. 
Une ou plusieurs de ces droites sont très peu inclinées sur 
la bissectrice; posons donc 

y = (- 1 -h e)x. 

L'équation, réduite à ses 
termes d'ordre moin dre, de vien t 
4e — 8X = o. 
Donc X et s sont de même 
signe : la droite OP, qui cor- 
respond à e positif, rencontre la 
courbe sur une droite parallèle 
à la direction asy mptotique qui 

a une ordonnée à l'origine -r- > 

A 

infiniment grande et positive. 
La droite OP', qui correspond à 
e négatif, rencontre la courbe à 
Fig. 49, rinfini au-dessous de la bissec- 

trice. D'ohla disposition indiquée (fig. 19) (branche parabolique). 
La courbe, représentée par la figure 20, s'achèvera aisément 
au moyen des quelques remarques suivantes ; les axes, ni 
leurs bissectrices ne rencontrent la courbe en des points réels 
à distance finie ; la droite OA rencontre la courbe au point 

dont l'abscisse est œ = ^. Les branches de courbe ne 

25 

peuvent donc, sauf la branche OE, sortir de l'angle ou nous 
les avons amorcées. Nous représentons, en pointillé, les parties 
de courbe qui raccordent de la manière la plus simple celles 
qui sont déjà trouvées. 

JOURNAL 01 MATH. SPiC. — 1889. 6. 
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On peut d'ailleurs étudier complètement cette courbe en 
la coupant par des droites pivotant autour de l'origine : mais 

AM) 

'A 




Fig. iO. 

cette discussion sorlirait du cadre que nous nous sommes 
tracé. 



DES COORDONNEES TRIPOLAIRES 

Par M. Aug. Poulain, à Angers. 
{SuitCf voir pp. 3 et 51.) 



IV. — Transformations de coordonnées. 

29. Expression de X, (x, v en fonction des coordonnées normales 
ou harycentriques de M.. 

On a 

(84) X* siii* A = î/* H- s» + 2yz cos A, 

(55) <i«X« = c«p*4- bY + 26c py cos A, 

(56) = (P + y)(c'P + fc'r) - a*py. 
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Nous avons établi ailleurs (*) la première formule à Taide 
d'un quadrilatère bireclangle. La seconde s'en déduit facile- 
ment ou se tire directement de la formule de Stewart (voir 
la note de 13). Cette dernière formule, en effet, donne la 
valeur de Xp = A A' (**) ; et, d'autre part, on obtient par des 
compositions de poids (ou de surfaces i, p-Hy). 

(87) iL = P_±I. 

Ap <j 

Pour avoir la troisième formule, on remplace dans l'égalité 
(55), 26c cos A par sa valeur ft* + c* — a*. Cette relation (56) 
donne la formule habituelle de la médiane. 

30. Remarques. — 1<* Si l'on applique ces relations au 
pied A' de AM, elles donnent la valeur de Ap, comme la formule 
de Stewart, mais sous une forme un peu différente (65) ; 

2® Si X est fixe, ces équations représentent un cercle de 
centre A et de rayon X; 

3® Dès lors, pour X = o, on a un cercle de rayon nul; par 
suite, les rapports des coordonnées des points cycliques ; 

4® Inversement, si on applique (o3) à ces points, on trouve 
pour X une valeur indéterminée, ce qui est exact. Car ces 
points sont sur tous les cercleS; quel que soit leur centre et 
leur rayon. La même indétermination est donnée par (54); 
car si on met % en facteur dans le second membre, celui-ci 
prend la forme 00 X o. 

31. Question inverse. —Dans ce qui suit, a?, y, %, a', p', y' dési- 
gneront les coordonnées absolues. Usera facile de passer aux 
coordonnées relatives, a, p, y, puisqu'on a 

a <y 



(*) M. Poulain fait ici allusion à un article intitulé Des coordonnées son s. 
triUnéaires qu'il m*a remis il y a déjà quelque temps, mais que, faute de 
place, il ne m'a pas été possible de publier encore. G. L. 

(**) Les segments >« [ip^ v^ constituent un système de coordonnées, 
celui des cévienms (J. E. lé88,'p. 278). Uindicep, qui nous sert à les désigner, 
rappelle que ce sont des segments interceptés par le périmètre de ABC. 
Si dans (57) on remplace a par sa valeur tirée de (59), on a Xp en fonc- 
tion de X, y., V. Pour le problème inverse on recourt & (70). 
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On a le choix entre les quatre formules suivantes : 

8S 
(89)a?.4S = — a'=— aX*+6cosG.fji.'4-ccosB.v*-4-a6ccosA, 

(60)0?. 4Sa = 8Sa'=-a«X«-4-6V'+c*v»-ftjL*H-v*-a«)6ccosA, 

8 S 
(61)03.48 = — a'=6cosG([x'--X*)4-ccosB(v*— X«)+a6ccosA, 

(62) a?. 2a = 4a'=(i;.«-X*)cotgG+(v*-X«)cotgB-+-a*cotgA. 
La formule (S9) s'établit en prenant BG pour axe des 

abscisses et dès lors x pour ordonnée. On combine les expres- 
sions de X*, u*, v". On pourrait aussi se contenter d'une simple 
vérification en remplaçant, dans (59), X, |jl, v par leurs valeurs 
tirées de (S5). Ou encore, regardons x comme fixe; la rela- 
tion (39) représente, en tripolaires, une parallèle à BG, menée 
à la distance x (*). Il suffit donc de se procurer directement 
réquation de cette parallèle. Or nous avons vu (26) que 

(63) SacosÇ.X» = ±4808 

est réquation d'une droite A faisant les angles Ç, tj, C avec les 
côtés de ABG, et située d'un côté ou de l'autre de 0, à une dis- 
tance 80. Ici nous avons 

(64) $ = TT, 71 = G, Ç = B, ±Zo = B.cosk-x; 

et il faut choisir le signe — devant x. Gar, si Ton fait descendre 
de A vers Ha le point M oli A coupe la hauteur AHa, les coor- 
données de M varient de manière à faire diminuer chaque 
terme du premier membre. Il en est donc de même du second 
membre, ce qui oblige à prendre pour x le signe — ; on obtient 
ainsi la relation (59). 

La formule (60) reproduit (59), si on ordonne par rapport à 
X, fA, V. En outre, (61) se déduit de (59) en remplaçant le 
coefficient a de X* par b cos C + c cos B; et de là on passe à 
(62) en multipliant tout par a, et mettant 28 en évidence dans 
les différents termes. 

32. Remarques. — 1^ La dernière démonstration de (59) 
montre la loi des coefficients de X', (x», v* : ils égalent a, 6, c 
multipliés respectivement par ^es cosinus des angles de BA 

(*) Chacune des relations est donc Téquation générale de ces parallèles. 
Pour x = Oj cmeL réquation du côté BG lui-même. 
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avec les trois côtés, ou encore ce sont les termes de Tidentité 

— a 4- 6 cos G + c cos B = o. 

33. 2® Pour X = Oy ces formules donnent Xp, comme la 
formule de Stewart, mais sous une forme diiférente. Car cette 
dernière est 

(65) aV = ."-'o» ■+- v'c» - {ji'v'a, 

l*-'» v' ayant des signes, et vérifiant (x' + v' = a. 

On voit donc que toutes les formules de ce chapitre consti- 
tuent une généralisation du problème de Stewart. 

34. -3<* Les formules (59) montrent que si on transforme 
en tripolaires l'équation barycentrique d'une droite, on trouve 
toujours une équation du second degré, et qu'elle est conforme 
au type signalé dans le théorème I (2). Pour les coniques, on 
trouve une équation du quatrième degré, qui parfois s'abaisse à 
un degré moindre (voir 41). Ainsi X ± {x = 2m représentent 
des coniques. De môme, l'arc AB du cercle circonscrit a 
pour équations, en vertu des deux théorèmes de Ptolémée, 

(66) vc — la — KLb = o, (67) ajAv h- èXv — cXtx = a6c, 
(68) X« + (x« + 2X{x cos C - c« = o. 

Aucune ne rentre dans le type de (2). La première est du 
premier degré. De la sorte, pour représenter le cercle complet, 
il faut remplacer le premier membre de (66) par un produit 
de trois facteurs, ce qui donne une équation du troisième degré. 
Elle monte au quatrième degré, si on multiplie de plus par le 
facteur positif X 4- [a + v. On raisonnerait d'une manière 
analogue sur (67) et (68). 

35. Eocpression de a, p, ^ et yfpCn fonction de Xp, ^. — Ces 
valeurs n'ont aucune analogie avec celles des formules (59), 
où les données X, |x paraissaient peu différentes. Appliquons 
(65) à Xp. Gomme a = o, l'équation est homogène par rapport 
à p et y. On trouve ainsi 

/£îAv P XJ - 6c cos A ± v/a»X2 _ ^ga 

(^^^ r^ e»-X| ' 

ce qui donne un résultat de la forme p = Ky. De même con- 
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naissant fjLp, on aurait a = K'y ; d'où 

ao) ^, = I = ,. 

Il y a quatre systèmes de valeurs, ainsi qu'on le voit a 
priori. Delà formule (88), on tirera les quatre valeurs de vj. Il 
s'ensuit aussi que la relation entre Xp. [a^, Vp est du huitième 
degré et ne contient que les puissances paires des variables. 

(A suivre). 



SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest I^ebon, 

Professeur de mathématiques, au Lycée Gharlemagne. 

(5tttte, voir p. 103.) 



II. — Surfaces tétraédriques. 

Propriétés générales. 

8- — Nous désignerons par S, les surfaces tétraédriques. 
L'équation (4) représente ces surfaces quand elles sont rap- 
portées à trois axes dont chacun passe par les milieux de deux 
arêtes opposées d'un tétraèdre régulier directeur. D'après celte 
équation : 

/® Toute surface S, admet trois sections circulaires concen- 
triques, égales et rectangulaires, réelles ou imaginaires^ dont le 
rayon est 



P 



-H- 



2'^ Toute section d'une surface Sj, par un plan parallèle à une 
section circulaire, est une conique, dont le centre se projette au 
centre de la section circulaire. 

La conique déterminée par un plan perpendiculaire à un 
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axe, OZ par exemple, est une ellipse ou une hyperbole selon que 

Ton a 

z* < 6% ou 3« > 6« ; 

elle se réduit à deux droites si 

(i5« - 6»)(a + bz^) = o : 

les droites sont parallèles ou s-î coupent sur Taxe OZ suivant 

que Ton a 

z^ = 6', ou 6s* 4- a = o. 

Ces sections hyperboliques existant toujours, toute surface 

S3 a des nappes infinies. 

> 

9. — Une surface S, a trois axes de symétrie, qui sont les 

trois droites joignant les milieux de deux arêtes opposées du 
tétraèdre directeur. 

Quand a et & sont de signes contraires, la surface S, a six 
sommets réels, situés deux à deux sur les axes, à égale distance 
du centre du tétraèdre directeur; ces sommets sont les inter- 
sections des trois axes et d'une sphère concentrique au 
tétraèdre, de rayon p. 

10. — Par chacun des axes OX, OY, OZ (*) passent deux 
des six plans de symétrie d'une surface S3; ces deux plans 
sont perpendiculaires entre eux et sont bissecteurs des dièdres 
des plans des coordonnées. Conservant TaxeOZ, prenant pour 
nouveaux axes rectangulaires les traces OX' et OY', sur le 
plan XOY, des deux plans de symétrie passant par OZ, on 
trouve que l'équation des surfaces S3 est 

(7) o = a 4- b{x'* -h y'* + 5«) -h ^{00"^ - î/'«) ; 
donc les sections d'une surface S3 par ses six plans de symétrie 
sont des cubiques égales. 

11. — Lorsqu'une figure est formée de deux parties ayant 
un axe de symétrie commun, nous dirons qu'elle est ortho- 
symétrique par rapport à un plan perpendiculaire à cet axe, si 
elle est formée de deux parties telles que l'une est symétrique, 
par rapport à ce plan, de la position prise par l'autre, après 
que cette autre partie a tourné d'un angle droit autour de Taxe. 

D'après les valeurs des axes des coniques sections d'une 

(*) Voyez la figure p. 105. 
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surface S, par des plans perpendiculaires à un axe OZ, on 
voit que toute surface S^ est orthosymétrique par rapport à 
chacun de ses trois plans de sections circulaires. 

Classification. 

12. — Prenant l'équation (4) pour représenter les surfaces 
S,, on trouve qu'elles se divisent en deux classes : pour les sur- 
faces de la première classe, les coefficients a et b sont de môme 
signe ; pour les surfaces de la secpnde classe, les coefficients a et 
h sont de signes contraires. 

Les deux droites parallèles que le plan z = 6, (ou que le plan 
^ = — b)y détermine dans une surface Sj ont pour équations, 
respectivement, 

la + b^ ^ ^ la + ¥ 

aî-4- j/ = zb W— -y-, ou x- y = ±U _ ^ > 

Ces deux couples rectangulaires de droites parallèles sont 
imaginaires pour les surfaces S, de la première classe; dans 
le cas des surfaces S, de la seconde classe, on peut avoir : 

a + 6' > o, a -h 6' = o, a + 6' < o; 
d'où il résulte trois espèces de surfaces Sg de la seconde classe. 

Donc on peut dire que les surfaces Sj se divisent en quatre 
genres, caractérisés par les conditions suivantes si Téquation 
(4) les représente : 



Genre 4 : 


a> o, 


b> o. 


Genre 2 : 


a <Oy 


b> o, a> — bK 


Genre 3 : 


a<o, 


6 > 0, a — 6». 


Genre 4 : 


a < o, 


ft > 0, a < - 6». 



Contour apparent sur un plan de section circulaire. 

13. — L'équation du contour apparent d'une surface S, sur 
un plan de section circulaire, le plan XOY par exemple, est 

(8) o = aô -h 6»(aj* -H y*) — x^y* ; 

ce contour est symétrique par rapport aux axes OX et OY et 
par rapport aux bissectrices OX' et OY' des angles de ces 
axes. 

Le contour apparent dans l'espace, par rapport au plan XOY, 
d'une surface S„ est représenté par les équations (4) et (8) ; on 
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peut aussi dire qu'il est l'intersection de la surface (4), ou du 
cylindre (8), et du paraboloïde hyperbolique isocèle 

(9) o z= bz -h xy ; 

on peut encore dire qu'il est Tinterseetion du paraboloïde (9) 
et de rhyperboloïde de révolution 

(10) G = a -h 6(a?* H- 1/* - z*). 

Le contour apparent sur le plan XOY d'une surface S, 
peut être construit par poiots, avec la règle et le compas, 
en coupant les surfaces (9) et (10) par des plans parallèles au 
plan YOZ. 

14. — Le contour apparent dans l'espace par rapport au 
plan XOY d'une surface Sj du troisième genre est un quadri- 
latère gauche formé par quatre arêtes d'un tétraèdre régulier, 

dont la longueur est égale à 2v^2 b. 

Droites situées sur les surfaces Tétraédriques» 

15. — Soient 

(11) X = mz + p, y = nz -h q 

les équations d'une droite. Cherchant l'équation qui fournit 
la coordonnée z des points d'intersection de la droite (11) et 
de la surface (4), égalant à zéro les coefficients et le terme 
indépendantde z, de cette équation, on trouve quatre équations 
auxquelles doivent satisfaire les paramètres w, n, p, q pour 
que la droite (11) soit sur la surface (4). Les systèmes de 
solutions communs à ce système d'équations exigent que m 
ou n soit nul. 

i^ Soit m = o. La troisième équation de conditi m donne 

qf = G, ou fcn -H p = G. 

A g = G correspondent quatre droites d(î la surface S,, deux 
à deux situées dans deux plans perpendiculaires à l'axe OX, 
en deux sommets, et se coupant en ces sommets. 

A 6n -h p = G correspondent quatre droites de la surface 
S3, deux à deux situées dans deux plans perpendiculaires à 
l'axe OX, aux deux points de coordonnée j5=h-6ou5=— 6, 
et parallèles à une arête du tétraèdre directeur. 

2® Soit n = G. On obtient encore huit droites, disposées, 
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comme les précédentes, dans quatre plans perpendiculaires à 
l'axe OY. 

On trouve aussi huit droites situées de même dans quatre 
plans perpendiculaires à Taxe OZ. 

On reconnaît que les surfaces S, du troisième genre et celles du 

quatrième genre seules contiennent des droites réelles, au nombre 

de vingt-quatre sur les surfaces du quatrième genre et de six sur 

celles du troisième genre. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d*une lettre de M. Vigarié. 

La cubique étudiée dans la question 114 (J.S. 1886) possède 
déjà beaucoup de propriétés, je me permets de vous en indiquer 
d'autres que je crois nouvelles : 

/** La cubique est analagmatique dans la transformation par 
points inverses; 

2^ Elle passe par les points W, anticomplémentaires de l* ortho- 
centre H; 

3® Sa tangente en H' est H' Hg, Hg désignant le point inverse 
de H'; 

4^ Ses tangentes aux points I, la, Ib» le» centres des cercles 
tangentes aux trois côtés du triangle sont Hl, H'Ia, H'Ib' H'Ic- 

5<» Ses tangentes en A, B, G sont HgA, HgB, HgC, etc. 

Extrait d'une lettre, de M. Tarry (Solution de la question 263). 

La question proposée par M. Mannheim, sous le numéro 
263; 

Une droite se déplace de façon que trois de ses points restent 
sur trois pions parallèles à une même droite. Démontrer qu'un 
point de la droite mobile se déplace sur un plan, 

se démontre simplement à l'aide de la proposition suivante : 
Si trois masses, sommets d'un triangle de similitude con- 
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• 

stante, sont animés de mouvement rectilignes, leur centre de 
gravité possède aussi un tel mouvement. 

(Voir la lettre de M, Neuberg, J.M.S, 1888, page 111.) 

En effet, soient A, B, G les trois points qui se déplacent sur 
les plans donnés et D un point quelconque de la droite. 

On peut toujours déterminer des masses m, m', m\ placées 
en A, B, G, et ayant pour centre de gravité le point D. 

Projetons la droite mobile sur un plan perpendiculaire à la 
droite parallèle aux plans donnés. 

Soient A', B', G', D' les projections de A, B, G, D. 

Si Ton place en A', B', G' des masses égales à m, m', m' leur 
centre do gravité est évidemment D'. 

Les points mobiles A', B', G' sont les sommets d'un triangle 
A'B'G' de similitude constante et ils décrivent des lignes droites. 

Ainsi, le point U décrit une ligne droite, et le point D se 
déplace sur un plan. 



CONCOURS GENERAL (1889) 

Mathématiques spéciales. 



Étant donnes un cercle ayant pour centre le point et une parabole 
P, Oxt considère toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère formé 
par les tangentes communes au cercle O et à la parabole P. 

Cela posé, on demande de trouver : 

!• L'enveloppe des polaires A du point par rapport aux coniques C ; 
l'enveloppe des tangentes T aux coniques G, telles que les normales 
au point de contact passent par le point ; l'enveloppe des axes des 
coniques G. 

2o Les lieux géométriques des pieds des perpendiculaires abaissées 
du point sur les polaires A, sur les tangentes T et sur les axes des 
coniques G. 



EXERCICES ECRITS 



21. — Soient P, Q deux paraboles ayant le même axe et le 
même sommet, une droite mobile A touche P en M et rencon- 
tre Q aux points A, B. Sur OM, on prend 01 i= OA; trouver 
Je lieu géométrique du point I, ainsi obtenu. 
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Notes sur Texercice 20. 

10 Soient a?', y'; a?", y" les cordonnées des points P, Q. En identîflan 
les deux équations 

et en observant que 

icV 6* I I *** 1 

, — — — j— — — ;;:;; ■ . CIC»** 



on trouve 



•> 



^_ o%« 4- (g* H- c^jy,' — c^fo* + 6^) 
Xo ~" x^^.c^ — 6*) — î/,«(a» + c>) — c5 
yi _. fc'yo* + (fe' - c')a?o' H-c'îq' 4- 6^) 
t/o iTo^vC» — 6*) — 2/o*(fl* + c>j — c** 
2* En remplaçant : x^ par a cos 9; Vo» P^^ ^ sîn 9> on trouve 



résultat évident a prtort. 

30 En supposant a?o* + y% = a* 4- 6*, on a pour le lieu décrit par le 
point M' : 



ç = (a« 4- 6»)2 



* 6* cos* w 4- o* sin* (o 



6« cos* a)(a« — 36*) — a* sin* w(3a* — 6«) 

La courbe correspondante U afifccte trois formes très différentes, si 
Ton suppose successivement, 

o* < 36*, a* = 36*, a* > 36*. 

En étudiant rintersection de U avec l'ellipse proposée, on trouve qu*il 
y a un quadruple contact : imaginaire, dans le premier cas ; réel, dans le 
troisième cas. Enfin dans le cas où a* =» 36*, le contact a lieu au sommet 
de Tcllipse. 

4" En supposant oJo = — o, on trouve a?! = a, et 

~ VVM + c*) + 6^] + y} 4- 2/«(a* 4- c*) = o. 

Les racines de cette équation en i/o* ^^^^ laquelle y^ ^^^ u^<^ quantité 
supposée connue, sont AP', AQ', AR'. On vérifie de la sorte les deux 
propositions énoncées. 

Nota. — Nous avons reçu des solutions de Texercice 10, de MM. Rezeau 
conducteur des Ponts et Chaussées à La Roche-sur- Yon, et Ravier, maître 
auxiliaire au Lycée Louis-le-Grand. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 

4. — La tangente de l'angle de deux droites imaginaires conju 
guées est une imaginaire pure. 

Si Ton pose : 

P s: Aac -T- By + G, Q =: A'x -h B'j/ -h C, 

les deux droites sont représentées, respectivement, par 

P + Qî = o, et P - Qt = G. 
La formule qui donne la tangente de Tangle Y de deux 
droites, étant appliquée à ces deux équations, devient 

BA' - AB' 

tff V = 21 • 

^ A» -h A'« + B* 4-B'» 

5. — Quel est Vordré infinitésimal de z, 

z s f(a -4- 3h) - 3f(a + 2h) 4- 3f(a -h h) - f(a), 
h désignant Vinfiniment petit principal? 

En appliquant la formule de Taylor, on trouve que z est un 
infiniment petit du troisième ordre. 

6. — Calculer le déterminant A, 

I cos a cos 2a 
As I cos h cos 2b 

I cos C cos 2C 

En ajoutant la première colonne à la troisième, on a 

I cos a cos' a 
A = 2 I cos b cos* 6 
I cos c cos* c 
On reconnaît là un déterminant de Vandermonde, et l'on a 
A = 2 (cos a — cos 6)(cos b — cos c)(cos c — cos a), 
ou 

^ . a-h6 . b-^c . c-ha . b—a . c— 6 . a^c 
A = i6 sm sin sm sm sm sin • 

2 2 2 2 2 2 

Oupeutgénéralisercetexercice. Par exemple, proposons*nous 

de calculer A, 

I cos a cos 2a cos 3 a 

I cos b cos 2b cos 3/) 

"" I cos c cos 2c cos 3c 

I cos cos 2d cos3(]{ 
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Les formules 

I + eos 2a = 2C08'a, cos 3a = 4cos®a — 3cosa, 

permettent d'écrire A sous la forme 

ï cos a cos* o cos' a 

1 cos b cos* b cos' b 

I cos c cos' c cos* c 

I cosd cos*d cos'd 



A = 2.4. 



ecc* • • 



QUESTION 183 

Solution par M. H. Brocard. 



Sur une ellipse E, on considère un point mobile M. Abstraction 
faite de la normale en M, on peut, de ce point, mener à Vellipse 
considérée trois autres normales. Prenons deux decesdroiteisMk 
MB; les tangentes aux points A. et B pieds de ces normales, se 
coupent en I. Démontrer que le lieu de I est une ellipse ayant pour 
sommets les points de rebrou^sement de la développée. (G. L.) 

' L'ellipse ayant pour équation 

a^p^ + 6V = a^b*; 
Soient (ce, y) les coordonnées d'un point I du plan. 
Le point de rencontre M des normales menées aux points 
de contact A, B des tangentes à l'ellipse issues du point I a 
pour coordonnées 

c*ic(6* — y*) ^ c^y{a^ — x^) 



a = 



P = - 



a*y* + b^x* "" a^y* -h b^x* 

Ce point doit être sur l'ellipse. L'équation du lieu des 
points (aj, y) est donc 

Mais cette solution s'applique également à la recherche du 

lieu du pôle d'une corde normale à l'ellipse au point M. Or, 

le pôle de la normale parallèle à une direction y = mx, a pour 

coordonnées 

, : b^x 

c^x = — aya^ -H b^m*, J/ = — 



L'élimination de m donne l'équation 

a«y« -f- 6«a;> *- c^x^y^ = 



a*m 



G. 
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L'expression a'y* + b^x^ — c^x^y* doit donc entrer en facteur 
dans le premier membre de Téquation (1). On trouve, en effet, 
que celui-ci est le produit de 

a«y» H- b^x^ — x*y^{a* — 2a*6* + 6*) 
par a'x* + 6't/" — o* — 6* + 2a*b^ 

et cette dernière quantité, égalée à zéro, représente Tellipse 
cherchée. 



QUESTION 264 

Solution par M. Le Huédé, étudiant à la Faculté des Sciences d* Angers. 



Démontrer que le nombre des variations de la suite de Sturm, 
pour une équation donnée, lorsqu'on y fait x = a, est égal au 
nombre des racines réelles de cette équation, qui sont supérieures 
à a, augmenté du nombre des couples (*) de racines imaginaires. 

(Hermile.) 

Soit V, V„ les nombres de variations pour -h oo et a; n le 
nombre des racines réelles supérieures à a; î le nombre des 
racines imaginaires. — On sait que i = 2V (V. de Longchamps, 

Alg,, § 496). Par suite n = V„-V = V«---. Donc... 



QUESTIONS PROPOSEES 



267. — Soit A un point arbitrairement choisi sur une hyper- 
bole équilatère, et soient B et G les extrémités d'un diamètre 
quelconque de cette c )urbe. La tangente en A à cette hyperbole 
équilatère est symédiane du triangle ABC, 

(Ce théorème permet, connaissant le centre et deux points 
d'une hyperbole équilatère, de construire les tangentes en ces 
points») 

Corollaire. — Si un cercle et une hyperbole équilatère sont 
concentriques, les tangentes à l'hyperbole aux extrémités 



^Moan 



(*) Par une erreur de transcription ces deux mots avaient été oubliés 
dans renoncé publié p. 96. G, L, 
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d'un de leurs diamëtres communs sonl perpendiculaires à 
Fautre diamètre commun. (éPOcagne.) 

268. — On donne, dans un plan, une circonférence C, une 
droite D et une direction A. On prend sur la circonférence G 
un point variable M ; on mène la normale, en ce point, à la cir- 
conférence G ; cette normale rencontre D en un point B. Par 
le point B on mène une parallèle à A. On demande le lieu du 
point de rencontre de cette parallèle et de la perpendiculaire 
abaissée, du point M, sur la droite D, 

Nota, — Même problème, en remplaçant la circonférence G 
par une conique quelconque, par une courbe du troisième 
ordre; et, plus généralement, par une courbe d'ordre m. 

(R. MalloizeL) 

269. — On considère une conique H et un point fixe M. 
De M, comme centre, avec un rayon variable, on décrit un 

cercle T. Trouver le lieu des points de rencontre des tangentes 
communes à H, T. 
Gî3 lieu est une Strophoïde oblique. (G. L,) 



ERRATA 

1« p. 117 ; 1. 23 ; ou lieu de 

a«(p — a) 
Itsez 

— a}(p — a). 
2» p. 118 ; ligne 18 ; au lieu de 

AOa, BOb, GOf, 
lises 

AOa, BOa, GOa.. 

3» p. 118 ; 1. 25 ; au lieu de 

— ar^(2R + rj, br^{2R — r,,), cr^(2R — r^) 

Uses 

- ar(2R H- r), 6r^(2R - r^), crj2R - r^). 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPSo 



I 



à 



IMPRIHBRIB CBHTRALB DBS GHBMIHS DB PBR. — IXPRIXERIB CHAIX. 
RUB BBROÈRB, 20, PARIS. — 11888-6-9. 
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SUR LES BRANCHES INFINIES DES COURBES ALGÉBRIQUES 

Par M. E. Catalan. 



M. Lucien Lévy vient de publier, dans le Journal de Mathé" 
mâtiques, un petit mémoire intitulé : « Elude d'une courbe au- 
tour d'unpoint singulier ». La lecture de ce travail m'a rappelé 
une théorie des branches infinies, que j'enseig^nais, en 1848, au 
LycéeGharlemagne(*). Les deux questionsn'enfonlqu'une(**), 
au fond. Car si une courbe G possède une branche infinie, sa 
transformée C, par rayons vecteurs réciproques (***) passe à 
Torigine, la rédac tion du journal, convaincue qu'il peutêtre utile 
d'exposer, sous des formes différentes, une même théorie, a 
bien voulu donner Thospitalité à la vieilleNole suivante, tirée 

de l'ouvrage cité (****). 

■ — < 

(*) Mathématiques supérieures, — AppUcalion de Valgéhre à la géométrie 
(352 p. in '4», litographiôes). 

C) Dans renseignement moderne, l'étude des points à l'infini se déduit 
de celle des points à distance fiole en utilisant les formules de Newton *. 

I Y 

^=x' y=x' 

Dans cette transformation, qui est bomographique, à une droite 6, cor- 
respond une droite A; à une courbe u, une courbe U. D'ailleurs, soit 
par des considérations géométriques, soit en se servant de la formule 

facile à démontrer 

d'Y .(Pu 

dX» dx* 

on élablit le principe suivant : 

A une branche F de U, asymptote à une droite A , correspond^ dans u, un bras y 
tangent à la droite correspondante 6 ; de plus, les concavités se correspondent 

Il faut entendre par là, qu'elles sont, en môme temps, tournées vers 
la partie positive, ou vers la partie négative de Taxe des y. 

On peut aussi utiliser les formules de la transformation réciproque. 

a;X= I, t/Y = I ; 

Mais les formules de Newton donnent les résultats cherchés, plus rapi- 
dement. 

• Ces formules ont été données par Newton dans le 1" livre des Principes mathématiques 
de la philotophie naturelle (Lemme XXU) ; leur considération a conduit Waring aux for- 
mules générales de la transformation homographique {V. Chasles, Traité des sections 
coniques, p. i6i). (G, L,) 

(••*) Pour abréger, on peut dire que les courbes C, G' aoni inverses. 
(•••*) Pages 142 à 152. 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. — 1888. 7 



146 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

199. — Soit 

(1) Fo(2^)a;«» -b F^(y)x'^''^ 4- ... 4- ¥m(y) = o 
réquation d'une courbe algébrique: Fo(y), Fi(î/), ... ¥m{y) 
sont des polynômes entiers. Cherchons , en premier lieu, 
quels sont les caractères au moyen desquels on pourra 
reconnaître que Téquation (1) est vérifiée par une valeur 
finie dey^y = p, jointe à une valeur in/înie de a?. Cette recherche 
repose sur les considérations suivantes. 

200. — Soit réquation à une seule inconnue : 

(2) Ax"^ + Bx"^^ + . . . Sa? + T = o. 
Supposons, pour plus de simplicité, que les coefficients B, 

Cf, . . . S, T soient constants. Supposons, en outre, le coefficient 
A fonction d'une variable arbitraire a, de telle sorte que, 
pour une valeur réelle a, de ce paramètre, A devienne égal à 
zéro. Si, en donnant à a, une valeur a + A, très peu diffé- 
rente de a, on fait acquérir, à l'équation (2), une racine réelle, 
positive ou négative, mais très grande; et si de plus cette racine, 
constamment réelle, croît au delà de toute limite quand h 
converge vers zéro, on dit que V équation (2) a une racine infi- 
nie pour dL = CL, c'est-à-dire quand le coeffi^cient A 5e réduit à zéro. 
Ainsi, réquation aa;® — i = o, dans laquelle a est supposé 
positif y a une radne égale à + oo quand a == o. Cette même 
équation admet une racine égale à — oo si, après avoir supposé 
a négatif, on fait o =.o. 

201. — Pour que V équation (2) ait une racine infinie, il faut que 
le coefficient A, de son premier terme, soit égal à zéro. 

En effet, tant que ce coefficient est différent de zéro, on peut 
assigner une limite supérieure, soit des racines positives, soit 
des racines négatives. 

^02. — La condition A = o ii'est pas suffisante. 

Il suffit, pour justifier cette proposition, de considérer 
l'équation a*x* -h i = o, dont les racines sont imaginaires, 
quelle que soit la valeur réelle attribuée au paramètre a. 

L'équation a*â3* + aï* — i = o a deux racines réelles et deux 
racines imaginaires. Mais comme + i et — i sont limites des 
racines, il n'est pas permis de dire que cette équation a des 
racines infinies, pour a = o. 
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203, — Après ces explications préliminaires, revenons à 
l'équation (1). Posons 

(3) ^ Fo (y) = o. 

Soit p une racine réelle de cette équation (3) ; et supposons 
d'abord qu'elle soit simple, c'est-à-dire que la dérivée, F'o (y), 
ne s'annule pas quand on fait y = P- 

Remplaçons, dans le premier membre de notre équation (1), 
y par p -h A, /i étant une quantité fort petite. Il peut arriver, 
par suite de cette substitution, que quelques-uns des poly- 
nômes Fi (y), Fa(y) se réduisent à zéro; mais ils ne s'annule- 
ronl pas toiis; car alors le premier membre admettrait le facteur 
2/ — p, ce que l'on ne doit pas supposer. 

Soit Fp(î/) le premier coefficient qui ne s'annule pas pour 
t/ = P; alors notre équation deviendra 

(4) ft[F;(p)4-eo]x"»4-eiCC"*-* + e2 + ... + [Fp(fe)4-ep]H-...aî^-P=0. 
Dans celle-ci, Sq» s^, ... e^ sont des quantités qui renferment 

h comme facteur, et qui, conséquemment, pourront devenir 
moindres que toute quantité donnée, quand on attribuera une 
valeur suffisamment petite à h. 

W4. — Remarquons, tout de suite, que pour appliquer nos 
raisonnements au cas d'une équation incomplète, il suffirait 
de supposer e^ = o, Sj = o,... 

205. — Remarquons encore que l'on peut toujours disposer 
du signe de h et du signe de x, de manière à rendre positif le 
terme h¥o{p), et négatif le terme Fp{p)x""-P. (On changera, s'il 
le faut, les signes de tous les termes.) Supposons que l'on ait 
fait cette préparation, et mettons les signes en évidence : 
l'équation (4) deviendra 

(5) /ifF;(p) + êo>"* + SiOî"»-* + ...-[Fp(j3) + ep]a;»»»-P-f.... = o. 

206. — On sait que si un polynôme est ordonné suivant les 
puissances décroissantes d'une variable, x, il est toujours pos- 
sible d'assigner^ à cette variable, une valeur positive telle, que 
si X croît indéfiniment, à partir de cette valeur particulière, 
le polynôme conserve le signe de son premier terme, et croît 
au-delà de toute limite. Conséquemment, on peut trouver un 
nombre N qui, substitué à x, rende positive la quantité 



••* I 
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et négative la quantité 

- [Fp(P) + tplx'^P + ... 

On peut, en outre, déterminer ce nombre N, de manière que 
tout nombre plus grand satisfasse aux mêmes conditions. Enfin, 
ce nombre N peut être choisi de telle sorte que chacun des 
termes e^x"*^^, e^x"*"^,... soit, relativoment à /iFo(p), aussi petit 
qu'on voudra. 

En effet, si Ton veut que eiO;"*"*, par exemple, soit inférieur 

dihF'o{p)x'^-77 9 K étant un très grand nombre donné, il suffira 



de satisfaire à l'inégalité 



e. X 

< 



h - kf;(p) 

g. 

Or, e^ contenant h eu facteur, le rapport — a pour limile une 
quantité finie X (*). Donc ce rapport sera rendu moindre que 

X 

J-—, si Ton attribue à x une valeur suffisamment grande. 



KF 



207. — Concevons que Ton ait remplacé, dans le premier 
membre de l'équation (S), x par un nombre N suffisamment 
grand. Ce premier membre prendra la forme 

h[Fo{p) + E]N- - [Fpip) -h EJN— p, 
en représentant par E, E^, des quantités aussi petites qu'on 
voudra, et dont la première diminue indéfiniment avec h. On 
pourra, évidemment, trouver une valeur t), de A, telle, que la 
quantité qui vient d'être écrite soit négative. Donc, pour a; = N, 
A = 7j. le premier membre de l'équation (o) est négatif. Et 
comme, en conservant cette même valeur 'q de h, on peut 
faire croître x, à partir de N, de manière à rendre ce premier 
membre positif, l'équation (5) aura une racine positive, plus 
grande que N. 

En d'autres termes: la quantité positive h peut être rendue assez 
petite pour que r équation (S) ait une racine positive plus grande 
que tout nombre donné N. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

i*] Ce raisonnement est peu ri^^'oureux; mais il est aisé do lo rendre 
tel (mai 1889). 
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208. — Ajoutons que, si Von fait décroître indéfiniment h, à 
partir de iq, la racine positive de Véquation (5) croîtra au delà 
de toute limite. 

En effet, si N' est la racine correspondant à A = tj, on aura 
7i[F,{p) + EJN'»" - [Fp(p) + EJN'"»-^ = o; 
d'oïl, en remplaçant tj par une quantité plus petite, tj' : 
7i'[F;(P) h- E]N'"»-p - [F^(p) 4- EJ N'"*-^ < o. 
On devra donc, pour satisfaire à Téquation (5), dans laquelle 
on suppose h = y\\ remplacer x par un nombre N", supérieur 
à N'. (A suivre). 



SUR LA CONSTRUCTION DES TANGENTES 

AUX CUBIQUES ET AUX QUARTIQUES 
Par M. Dachêne, élève à TÉcole Polytechnique. 



On sait que Ghasles (*) a indiqué une construction géné- 
rale de la tangente en un point d'une courbe de degré quel- 
conque. Mais il n'est pas sans intérêt de rechercher, pour des 
courbes particulières, des constructions plus simples que 
celles qui découlent de la solution générale donnée par 
Ghasles, solution qui nécessite l'emploi d'un instrument de 
mesure (compas ou décimètre). 

Nous donnerons deux constructions au moyen de la règle 
seulement 1® pour les cubiques, 2® pour les quartiques. 

La première est fondée sur ce théorème connu : Trois 
cubiques qui ont huit points communs en ont un neuvième. 

Si l'on considère (fig. 1) deux droites AG, FD coupant en 
A,B,G,D.E,F la cubique, sur les droites GD, BE, DF, il y aura 
trois autres points a, p, y de la courbe. Ges points doivent être 
en ligne droite d'après le théorème précédent. 

Si deux de ces points, G et D se réunissent, la tangente 
s'obtiendra comme nous allons l'indiquer. Par le point donné 

(*) Ghasles: Aperçu historiqae, in-4*»,1875, Paris. Pages 221 et 222; note au 
bas de la page. 
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M (fig, 2), on mène deux droites qui coupent en AB et EP la 
cubique. On trace BE, A.F qui la coupent de nouveau en p, y. 
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Fig, 4. 



Fig, «. 



La droite py rencontre la courbe en un troisième point a qui 
appartient à la tangente. 

Pour les quartiques, la solution est analogue; mais la droite 
a^Y est remplacée par une conique. Voici le principe de la 
construction. Soient (fig. 3) deux droites coupant la courbe en 
A,B,G,D ; E,F,G,H. Sur DH, GG, BF, AE, il existe huit points 
qui sont sur une conique, comme il est aisé de le voir d'après 
le théorème que nous avons cité pour les cubiques et d'après 
le théorème analogue pour les quartiques (trois quartiques 
qui ont quatorze points communs en ont deux autres). La 
construction se déduit de la considération de cette conique 
en supposant deux des points réunis. 

La seconde construction que nous allons donner est fondée 
sur la remarque suivante : 
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Soit un triangle (fig, 4) dont les côtés ont pour équations 

X = o y = o z — o. 
Soit M un point (x^, y{). L'équation 

représente une droite qui est la dernière polaire du point par 
rapport à la cubique xyz = o. 

La forme de cette équation prouve que la droite passe par 
l'intersection de chacun des côtés du triangle avec la polaire 
du point M par rapport aux deux autres côtés. 




Fig.3, 



Fig. 4. 



Considérons maintenant deux courbes de même ordre, ayant 
pour équations f{x,y) = o, g{x,y) = o. La courbe représentée 
par /* -4- X^ = o, passera par tous leurs points d'intersection. 
Les dernières polaires d'un point a?, j/, par rapport à ces trois 
courbes, sont concourantes, ce qu'on voit en formant leurs 
équations. Gela dit, donnons-nous une courbe G, et cherchons 
deux courbes de même ordre que G, ayant avec elle tous leurs 
points d'intersection communs, et telles qu'on puisse construire 



152 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

ks dernières polaires d'un point, par rapport à chacune d'elles. 
Si le point P est sur la courbe C, la tangente en P joindra 
à ce point l'intersection de ses dernières polaires par rapport 
aux deux courbes. 

Pour les cubiques, nous savons trouver deux systèmes de trois 
droites répondant à la question (construction précédente /îg'. /). 
Nous savons aussi trouver la dernière polaire d'un point par 
rapport à trois droites. Le problème est donc résolu. 

Pour les quartiques, on est conduit à chercher la dernière 
polaire d'un point par rapport à d-eux droites et une conique. 
Nous n'insisterons pas ici sur ce problème. 

La droite polaire d'un point existe dans un polygone comme 
dans un triangle. Par exemple, dans le cas un quadrilatère, 
l'équation de cette droite est 

XYiZ.Ti + YZJ.X, + ZT^X^Y, 4- TX.Y.Z^ = o. 

La polaire passe par les sept points suivants: 1® intersection 
des polaires du point par rapport aux côtés XYd'une part,ZT de 
l'autre ; 2« XZ et YT; 3« XT et YZ, puis les intersections de 
chacun des côtés avec la polaire du point par rapport au 
triangle formé par les trois autres. 

Les équations : 

XY^Zi + YZA + ZX^Yi = o, 
XYZi + YZXi + ZXY, = o 
font correspondre, à un point M du plan du triangle, une 
droite A et une conique F. La considération de ces trois élé- 
ments associés M, A, F, conduit à diverses propriétés assez 
remarquables. 



NOTE SUR LA STROPHOÏDE 

Par M. Balitrandy élève à TËcolo Polytechnique. 



Considérons une strophoïde droite, et désignons par S le 
sommet, par le point double, par SX l'axe de la strophoïde ; 
enfin par A et D l'asymptote et sa parallèle menée par le point 



double. 
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Une sécante, issue de S, rencontre la strophoïde aux points 
A, B et la droite D en M, de telle sorte que Ton a 

AM = MB = OM. 

Uangle AOB est droit, et le cercle circonscrit au triangle 
AOB est tangent^ en 0, à l'axe dé la strophoïde. Il en résulte 

SA. SB = S0> = a\ 

On retrouve cette propriété, que la strophoïde se transforme 
en elle-même par rayons vecteurs réciproques; le point S étant 
le pôle d'inversion ; le cercle de centre S et de rayon SO étant 
le cercle d'inversion. 

Considérons la droite SA'M'B' infiniment voisine de SAMB. 

On a 

SA.SB = SA'.SB'. 

Les quatre points A, B, A', B' sont sur un cercle qui, à la 

limite, est bi-tangent à la strophoïde et orthogonal au cercle 




d'inversion. Des remarques qui vont suivre, il résultera ces 
deux théorèmes : 

Théorème I. — Le lieu du pôle de la sécante SAB, par rap- 
port à ce cercle^ lorsqu'elle pivote autour du point S, est la cisso'ide 
qui a pour point de rebroussement le point et pour asymptote 
la droite A. 

X^URNAL DB «ATH. SPÉC. - 1889. 7 
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Théorème II. — Le lieu du centre de ce cercle est la parabole 
qui admet F pour foyer et la droite D pour tangente au sommet. 

Du point 0, abaissons les perpendiculaires OP, OP' sur les 
droitesSAB, SA.'B'. Les quatre points S,A,P,B forment une divi- 
sion harmonique ; de même les quatre points S, A',P',B'.Ges deux 
divisions ayant un point homologue commun, les droites AA', 
BB', PP' concourent. Or, à la limite, PP' est tangente, en P, au 
cercle de diamètre SOQ, AA', BB' sont tangentes à la strophoïde. 
D'ailleurs AA', BB', à la limite, se coupent sur la perpendi- 
culaire élevée en M à SAB. On arrive à cette construction de 
la tangente en un point B de la strophoïde : 

On projette le point double P sur SB, on joint le point P au 
point 0) au milieu de SO, puis on élève la perpendiculaire en V à 
P(o et la perpendiculaire en M à SAB. Ces deux droites se coupent 
en T ; TB est la tangente cherchée. 

Menons, parle point 0, une parallèle à SAB, qui rencontre 
MT en T'. Traçons T'P. Les triangles SOP, MOT' ont leurs 
côtés perpendiculaires; les droites homologues T'P, Pw 
sont rectangulaires ; donc TP , T'P sont confondues ; et 
Ton a la construction suivante, extrêmement simple, et qui 
s'effectue avec la règle et l'équerre, pour la tangente à la stro- 
phoïde en un point B. 

On trace SB qui rencontre la droite D en M ; on tire les droites 
MT et OT : Vune, perpendiculaire ; Vautre, parallèle à SB ; TB est 
la tangente cherchée. 

Le lieu du point T est la cissoïde ayant pour point de 
rebroussement le point et pour asymptote la droite A. Il 
suffît, pour le voir, de projeter sur OT le point de rencontre de 
l'asymptote et de l'axe de la strophoïde, et de se reporter à 
la définition ordinaire de la cissoïde. Le théorème I est ainsi 
démontré. D'ailleurs, si l'on observe que la droite MT enve- 
loppe la parabole ayant F pour foyer et D pour tangente au 
sommet on conclut que la podaire d'une parabole, par rapport 
à son sommet, est une cissoïde ayant pour point de rebrous- 
sement le sommet et pour asymptote la directrice. 

Prolongeons la droite SB jusqu'au point Mj, où elle rencontre 
l'asymptote delà strophoïde ; et; parM^, menons la parallèle à 
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l'axe de la slrophoïde; elle coupe MT au point N. Tirons NA, 
NB. On a 

MB» = -^. MB cos = NM.MT, 

cos ô 

6 désignant l'angle de SB avec SX. 

L'angle NBT est droit : par suite NB est la normale au 
point B. D'ailleurs, le point N est le centre du cercle qui 
touche la slrophoïde aux points A, B; et aussi le point où la 
droite MT qui enveloppe une parabole touche son enveloppe. 
Le théorème II est ainsi démontré. 

On peut, à ce propos, noter la construction suivante de la nor- 
male en un point B de la slrophoïde. 

On trace SB, qui rencontre Vasymptote en M^. La parallèle à 
l'axe, menée par Mj, rencontre la perpendiculaire au point M à SB 
en N; NB est la normale cherchée. 



DES COORDONNEES TRIPOLAIRES 

Par M. Aug. Poulain, à Angers. 
[Suite f voir pp. 3 et 51.) 



V. — Relation constante entre ^, i^^, v. 

36.— On a 

(71) Sa*X* — 2S6ccosA.u.V— 2a&cSacosA.X»H-a*6V = o, 
que nous écrirons 9(X,rx,v)+'}(X,ijL,v)=o, en groupant ensemble 
les termes de même degré; et aussi la formule équivalente 

(72) SX«({x«4-v>~a«)'-((x«+v'-a')(v«4-X«-6»)(X«4-[x*-c») 

— 4X'aV=o. 
En effet la surface a du triangle barycentrique MBC est 
donnée par l'égalité 

(73) i6a'2 = 4|i.«v* - ((A» + v» - a^)K 

Si dans cette relation on substitue à a' sa valeur tirée de la 
formule de transformation (59), en remplaçant S par 2aha, on 
trouve (71). 

37. — Il eût semblé plus simple de remplacer a', f, Y par 
leurs valeurs dans a' + p' ■+■. y' = S. Mais alors on ne trouve 
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que ridentité S = S. Gela montre aussi qu'on ne peut trouver 
réquation Iripolaire de la droite de Tinfini en partant de a + p 
+ Y = G (voir 43). On trouverait S = o ; ce qui toutefois 
rappelle Téquation de cette droite en coordonnées rectilignes. 

38. — La formule (72) développée donne (71). Elle est donc 
équivalente à celle-ci. On peut l'établir directement au moyen 
des trois angles en M, que nous appellerons A', B', G' (*). La 
somme de leurs suppléments étant tc (pour M intérieur à ABC), 
on a 

(74) S cos* A' - cos A' cos B' cos G' - i = o. 
D'ailleurs, les triangles MGB,... donnent 

(73) cos A = , . • • 

2|AV 

n'y a plus qu'à remplacer les cosinus par leurs valeurs 

iiie(74). 

39. — Dans la relation (72), on peut permuter X et 6, en 
même temps que |x et a. Gar cela revient à regarder M comme 
un sommet du triangle de référence, et G comme le point 
variable. 

40. — Toute relation générale, entre 1, [a, v,dans laquelle a* 
sera le coefficient de X*, aura identiquement les mêmes termes 
que (71). Gar si nous regardons ces relations comme devant 
donner X, connaissant jx et v, ces équations doivent avoir des 
coefficients égaux, et pour une infinité de valeurs de \l et v. 

« 

41. Conséquences et applications. — l^' Il y a donc 
une fonction du quatrième degré, cp(X, (x, v), qui peut se 
rabaisser au second degré et il n'y en a qu'une. 

42. — 2® Dès lors, les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'une équation Iripolaire, du quatrième degré, représente 

(*) M. Lemoine, à qui on doit la relation (71) (J. E. 1883, p. 265), se 
sert des moitiés de ces angles, ce qui nous semble pins long. La for- 
mule (72) est indiquée dans le Recueil des %30 formules trigonométriques da 
M» Vuibert. 
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une droite ou un cercle, sont que Tensemble des termes du 
quatrième degré forme le polynôme (p(aî), et qu'il n'y ait pas 
de termes de degré impair. 

43. — S^ Le cercle de l'infini s'obtient en modifiant arbi- 
trairement la constante de (71). Car la nouvelle équation étant 
incompatible avec (71), n'est vérifiée que par des valeurs infi- 
nies. D'ailleurs, on ne peut donner à ce lieu le nom de droite 
puisqu'on insinuerait par là qu'on peut le tirer de l'équation 
barycentrique des droites; ce qui n'est pas vrai. 

44. — 4® Soit M' l'associé tripolaire do M, c'est-à-dire le 
point dont les coordonnées sont de la forme KX, Kjx, Kv (J. S. 
1887, p. 2S0). En substituant ces expressions dans (71), on 
rouve la valeur de K* : 

(76) K» = ^^ 

^ ^ Sa»X* - 2S6CCOS A.{/.V 

Car l'équation est du second degré en K*. L'une des racines 

étant I , l'autre égale leur produit. 

45. — 5® La relation (71) donne immédiatement la solution 
par le calcul (*) du problème suivant; inscrire^ à trois cercles 
concentriqiœs en M, et de rayon X , [x, v, un triangle semblable à 
un triangle donné ABC. On prend comme inconnue R qui est 
donnée par une équation bicarrée et on en déduit cr, 6, c. Si 
on voulait que le triangle fût équilatéral, l'inconnue serait 
simplement a = 6 -- c. - 

46. — 6** Si l'on donne a et v, la formule (71) détermine X 
par une équation bicarrée, de la forme 

(77) a*X* -h 2uX» -f- i; = G, 
dans laquelle : 

(78) u = — a{b cos G. a* + c cos B.v^ -h abc cos A), 

(79) V = 6V* + c*v* — 26c cos A.jxV 

— 2abc{b cos B.(jl" 4- c cos G.v*) -t- a'6*c*. 

(*) R est calculé par une méthode trop longue, dans le /. E, 1879p. 4^0. 
Le problème est très simple géométriquement, si l'on se sert de la méthode 
des figures semblables. On construit un triangle semblable à ABC ; et 
Ton obtient, par des arcs de cercle, un point dont les distances aux som- 
mets A,B,G sont proportionnelles àX, pi, v. 
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47. — Il y a donc deux valeurs de X*. On pouvait le pré- 
voir, car la figure montre qu'il y a alors deux points M, M' 
répondant à la question. Ils sont symétriques par rapport à 
BG. Les valeurs de X* deviennent égales quand M et M' se 
réunissent sur BG, c'est-à-dire quand jx + v = a. 

48. — 7° L'équation (71) résout, en réalité, un problème 
plus général ; calculer la dislance X de devx points A, M, quand 
on peut les considérer comme les sommets de deux triangles connus, 
ayant une base commune BC. 

On peut faire une remarque analogue sur toute formule oîi 
entre X. Ou encore, l'équation (77) donne, en coordonnées 
bipolaires, la distance X de deux points, a étant la distance des 
pôles; {X, V les coordonnées du premier point; 6, c, celles du 
second. Nous verrons qu'on ne peut rendre rationnelle cette 
double valeur de X* (50). 

49- — 8** Soit 4D le discriminant de l'équation (77). Je dis 
qu'on a _ 

(80) ±: y/D -= 8Sa', 

en prenant, dans le premier membre, le signe du second, qui 
est toujours connu. 

En effet, il suffit de développer D; mais, plus rapidement, 
l'équation (77) donne _ 

(81) X^= — — r-^- 

__ ^ 

Si de là on tire v'D et que l'on compare avec la formule fon- 
damentale (71), on trouve (80). 

50. — 9® On ne peut pas disposer de a, 6, c de manière que 
D soit le carré d'un polynôme en jx' et v*, sauf le cas inutile 
oîi ABG se réduit à une droite. Kn effet, d'après (80), D est 
exprimable en fonction de a', aire de MBG; et dès lors est 
décomposable en quatre facteurs fx -1- v — a,... qui ne peuvent 
devenir égaux deux à deux. D n'est donc carré parfait que 
pour S = o. 

Par là même, on ne peut faire en sorte que l'équation (77) 
donne des valeurs rationnelles pour X*, quand M reste quel- 
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conque, ni que cette relation se décompose en deux autres du 
second degré par rapport à X, et rationnelles. 

15. — 10® A ce propos, on peut se demander si les équations 
et formules établies pour les coordonnées tripolaires s'ap- 
pliquent, en général, au\ bipolaires, sans trop de complica- 
tion. On pourrait construire, f,ur la distance BG des deux pôles, 
un triangle de référence auxiliaire A.BG. Mais il faudrait, 
pour éliminer commodément la troisième coordonnée X', 
qu'elle pût s'exprimer rationnellement en fonction des deux 
autres. Or nous venons de voir que c'est impossible. 

(A suivre,) 



SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉ6LLIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest licbon. 

Professeur de mathématiques, au Lycée Gharlemagne. 

{Suitey voir p. 103.) 



Forme générale. 

16. — Supposons que les surfaces Sj soient représentées 
par l'équation (4). Imaginons un cube AH (fig. ^j, de côté 26, 
dont le centre est le point d'intersection des axes d'une 
surface S3, dont les faces sont perpendiculaires à ces axes; et 
un tétraèdre régulier BDEG, directeur de la surface S,, Les 
équations 

o = ± 2x' + 36x* -H a 
donnent les intersections des diagonales du cube et de la sur- 
face; les trois racines de chacune de ces équations sont réelles 
lorsque 

a{a -h b^) < o. 

17. — La surface S3 du premier genre est formée de quatre 
nappes infinies, dont chacune est située dans l'un des quatre 
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trièdres opposés par le sommet aux trièdres B, D, E, G du 
cube. Les faces du cube sont asymptotes aux nappes. Chaque 
diagonale du cube coupe la surface en un seul point réel. La 
surface n*a pas de sommets réels. Des plans parallèles aux 
faces du cube et coupant le cube ne rencontrent pas la sur- 
face. Toutes les sections réelles de la surface par des plans 
perpendiculaires à ses axes sont des hyperboles. 

18. — La surface S, du second genre est formée d*une nappe 
fermée, intérieure au cube, et de quatre nappes infinies, dont 
chacune est située dans Tun des quatre trièdres opposés par 
le sommet aux quatre Irièdres B, D, E, G du cube. Les faces 
du cube sont asymptotes aux nappes. Chaque diagonale du 
cube coupe la surface du cube en trois points réels. La surface 
a six sommets réels situés sur la nappe fermée. Des plans 
perpendiculaires aux axes de la surface coupent la nappe 
fermée selon des ellipses et les nappes infinies selon des 
hyperboles. 

19. — La surface S3 da troisième genre (fig. 3) (*) est formée 
d'une nappe fermée, intérieure au cube, et de quatre nappes 
infinies, dont chacune est située dans Tun des quatre trièdres 
opposés par le sommet aux quatre trièdres B, D, E, G du 
cube. Les quatre sommets du tétraèdre directeur, de côté 
2/2 6, relient la nappe fermée aux quatre nappes infinies. Les 
six arêtes du tétraèdre directeur sont six droites doubles de la 
surface S' du troisième genre. Les faces du cube sont tan- 
gentes à lasurface le long des six arêtes du tétraèdre direc- 
teur, excepté aux sommets de ce dernier, qui sont six points 
singuliers où la surface admet une infinité de plans tangents. 
Chaque diagonale du cube directeur coupe la surface en deux 
points réels dont un, le sommet du tétraèdre, est double. Les 
six sommets de la surface sont les milieux des arêtes du 
tétraèdre. Des plans perpendiculaires aux axes de la surface 
coupent la nappe fermée selon des ellipses et les nappes infi- 

(*) Les figures qui représentent les surfaces étudiées dans ce Mémoire 
sont la reproduction par la photographie des dessins que notre collègue 
M. Lesage a bien voulu exécuter. 
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nies selon des hyperboles. Nous nommerons tetraidroide la 
surface S, du troisième genre. 
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(Fiff- S). 
20. — Considérons d'abord la partie de la surface S, du 
quatrième genre située au dessus de sa section circulaire 
parallèle à la face ABGD du cube ; le diamètre 2 p de ce cercle 
est supérieur au côté du cube. Entre la face ABCD et cette 
section, la surface est coupée, par des plans parallèles à la 
face ABGD, selon des ellipses dont le centre est sur l'ase OZ, 
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dont Taxe parallèle à EG diminue et dont Taxe parallèle à 
BG augmente indéfiniment, de sorte que l'ellipse limite, située 
dans la face ABGD, est formée de deux droites parallèles à 
BD. Entre la face ABGD et le sommet de la surface situé au- 
dessus de cette face, la surface est coupée, par des plans 
parallèles à la face ABGD, selon des hyperboles dont le centre 
est sur Taxe OZ, dont Taxe transverse parallèle à EG diminue 
indéfiniment, de sorte que Thyperbole limite est formée de 
deux droites se coupant au sommet de la surface situé au-dessus 
de la face ABGD, à la hauteur p. Au-dessus de ce sommet, la 
surface est coupée par des plans parallèles à la face ABGD 
selon des hyperboles dont le centre est sur Taxe OZ, dont Taxe 
transverse est parallèle à BD et augmente indéfiniment. Au- 
dessous de la section circulaire parallèle à la face ABGD est 
une portion de surface orthosymétrique de la précédente. 
Chaque diagonale du cube coupe la surface en un seul point 
réel. Elle a six sommets réels. La surface Sj du quatrième genre 
admet un premier système de douze droites^ deux à deux situées 
dans les faces du cube et parallèles aux arêtes du tétraèdre direc- 
teur, Ges droites se coupent deux à deux sur les arêtes du 
cube. Elles déterminent trois à trois huit triangles équilaté- 
raux égaux, qui n*ont pas de sommet commun et dont les 
plans sont respectivement parallèles auxfaces du tétraèdre. La 
surface S, du quatrième genre admet un second système de douze 
droites y deux à deux se coupant en ses six sommets, situés dans 
teô faces d*un second cube, de côté p, homothétique et concentrique 
au premier cube de côté 2b. Ges droites se coupent deux à deux 
sur les arêtes du second cube. (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Mangeot, professeur au Lycée de Troyes, la 
lettre suivante : 

Monsieur, 

Dans les tomes IV et V du Journal de Liouville (1839-1840), 
que Ton me coaimunique, je lis une démonstration du théo- 
rème de d'Alembert, qui, par un point, ressemble à celle que 
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j'ai présentée dans le dernier numéro de votre Journal. Elle a 
été donnée par Mourey en 1828. Je crois devoir la signaler, 
bien qu'elle renferme certaines erreurs de raisonnement et 
qu'elle manque de rigueur. 
Recevez, etc. 



CONCOURS D'AGREGATION 1888 

Solution par G. Clapier, étudiant à la faculté des sciences 

de Montpellier. 



On donne un ellipsoïde S et deux points P et¥'\ et Von consi- 
dère les ellipses G et G', suivant lesquelles Fellipsoide est coupé 
par les plans polaires des points P et P'. 

7® Démontrer que les coniques ^ G, C, et les points P, P', sont 
situés sur une quadriqm S qui est^ en général^ unique. 

2^ Discuter cette quadrique, en supposant que le point Y se 
déplace dans Vespace, le point P et l'ellipso'ide S restant fixes. 

3^ Les points P et P' étant supposés fixes et situés de façon que 
la quadrique S soit indéterminée, trouver le lieu du centre de cette 
quadrique. 

4^ En supposant que les points P et P' se déplacent de façon 
que la quadrique S soit une sphère, trouver la surface enveloppe 
E de cette sphère. 

5** Peut-on déterminer un point A tel que la transformée par 
rayons recteurs réciproques, de la surface E, en prenant le point A 
pour pôle, soit un cône du deuxième degré? 

1® Soient, a, |3, y ; a', p', y', les coordonnées des points P, P' ; 
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l'équation de l'ellipsoïde. 


Nous poserons. 
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Uéquation générale des quadriques qui passent par les 
courbes C, C est 

S + X PF = o. 

Elles passent par les points P et P', lorsque ceux-ci sont 
situés sur Tellipsoide S; dans le cas général, une seule de ces 
quadriques satisfait à cette condition. On obtient son équation 
en faisant 

et Ton a 

(S) QS - PF = o. 

2® Le point P restant fixe, on connaîtra la nature de la sec- 
tion de l'ellipsoïde par son plan polaire. Lorsque le point P' 
se meut dans l'espace, il sera commode de discuter la surface S, 
par la méthode du diamètre. 

Le diamètre du plan P a pour équations 

2Qa; - Pa^ _ 2Qy ~ P^^ _ 2Qz - Py^ 
a p Y 

il rencontre ce plan au point (Xq, y^^ z^ : 



(2) 
Ensuite^ 



OU bien 
(3) 
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Les équations de ce diamètre peuvent être écrites ainsi : 
ûg ~ a?o ^ y - Vo ^ g - gp ^ 

«j - ^0 yi- yo ^i - ^0 ^* 

p étant proportionnel à la distance du point Pq au point {x, y, z), 
cherchons à déterminer les valeurs de p correspondant aux 
points d'intersection avec la surface S. 
Nous déduisons, de l'équation précédente, 

(X oc 

^ = p^ — Â + (I - p) 



I - Q ' '^' A + I 
Au moyen de ces égalités, S, P,P' deviennent, respectivement, 

. -*■' -^ I / N (l + Q) / X. I 



— I 
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2Q 



P 



I -Q 



A' + I . , Q + I 

Finalement, l'équation en p, cherchée, est 

(4) p«[(Q - i)« - B] - 2p(Q - i)(A + Q) - A(Q - i)« = o, 
dans laquelle 

(5) B = (A -h i)(A'+ i). 
Le discriminant de celte équation est 

(d) (A + i)(Q - i)«(Q' - AA'). 

Cela posé, nous aurons d'abord à distinguer trois cas, sui- 
vant que le point P est extérieur à l'ellipsoïde, intérieur à 
l'ellipsoïde, ou sur l'ellipsoïde. Prenons le premier cas, pour 
fixer les idées; l'expression A est positive, et on arrive facile- 
ment aux résultats suivants : 

(Q _ i)« — B > o la surface S est un ellipsoïde réel, 

Q* — AA' < o hyperboloïde à une nappe, 

(Q - 1 )' — B < o, Q* — A à' > hyperboloïde à deux nappes, 
Q* — AA' = o cône réel, 

(Q — 0* ~ B = o paraboloïde elliptique, 

A = A', Q + A = o cylindre elliptique. 

Ainsi les équations 

(Q - i)a _ B = o, Q« - AA = o, 
si l'on considère a', p', y' comme des coordonnées courantes, 
représentent deux ellipsoïdes intérieurs l'un à l'autre, sépa- 
rant l'espace en trois régions telles que, la nature de la sur- 
face S, parfaitement déterminée d'ailleurs, reste la même 
quand le point P' coïncide avec les différents points d'une 
même région. 

Remarque. — Il est intéressant de chercher sous quelles con- 
ditions le centre de la surface S est indéterminé : on trouve 
les relations A =: A', Q -H A == o qui correspondent au 
cylindre; nous avons ainsi une vérification des résultats 

précé Jents. 

{A suivre.) 
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EXERCICES ECRITS 



22. — On considère un cercle A et deux diamètres rectan- 
gulaires A'OA, B'OB. Par A', on mène une transversale mobile 
qui coupe A en G, et BB' en D. 

Par les quatre points OAGD, on fait passer une hyperbole 
équilatère H. 

1® Trouver Téquation générale de ces hyperboles et montrer 
qu'elles sont circonscrites à un triangle équilatéral fixe. 

2® Vérifier (*) que le lieu des centres de ces hyperboles est 
un cercle, concentrique à A, et de rayon moitié moindre. 

3® Soit P un point commun à H et à A, autre que A et G. 
Ayant pris P' diamétralement opposé à P sur A, on trace P'G. 
Cette droite rencontre H en un point I. Le lieu de I est une 
droite passant par le centre de A. 

4® La tangente 8, à H, au point G, coupe AD en un point 
J dont on demande le lieu géométrique. 

5<* Trouver Tenveloppe des droites 8. Cette enveloppe est 
une hypocycloïde à trois rebroussements, correspondant aux 
équations 

R"* (R^-f-/*)* ' ^"(Ra + /«)>* 

Notes sur l'exercice 21. 

Soit 

P 



y = mx 



réquation de la tangente mobile MA. Si Ton pose 

MOa; =0), 01 = OA = p 
on trouve d'abord 

tg 0) = 2m. 

En éliminant a;, y entre les équations : 

P 
y^ — 2p^x = 0, a?'» + 2/* — p* = o, y = mx -\ 

ou a 

' 

(•) Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un triangle fixe, 
son centre appartient au cercle des neuf points de ce trianglCé 
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Si ron pose 

le lieu cherché est représenté par l'éCTuation 

4(p' + hY ip' -h hy H- p'Ho;^to 

^ p'» tg*a) 

Le paramètre h a deux valeurs, racines de l'équation (1) . 
Le lieu cherché est donc constitué par deux courbes du sixième degré. 
L'une d'elles, après avoir posé, 

p' -{-h = a^ 
correspond à l'équation 

p'Y{x^ + y^] — ^a^x\a^x^ + p'*i/>). 
La courbe correspondante se construit sans difficulté. 

Note. — Nous avons reçu des solutions de l'exercice 21, de MM. Rezeau, 
conducteur des Ponts-et-Ghaussées à la Roche-s/Yon. et Ravier, maître- 
auxiliaire au lycée Louis-le-Grand. 
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ECOLE NORMALE SUPERIEURE 

Composition de Mathématiques. 

Juin 1889. 



l* Déterminer un polynôme entier en a?, du septième degré, f(x)^ sachant 
que n^) + I est divisible par (a; — i)* et f[x) — i par {x -h 0*. Quel est 
le nombre des racines réelles, de l'équation f[x)=^o^. 

2» On considère, dans un plan une parabole (P) et une ellipse (E) représen* 
tées respectivement par les deux équations 

(P) 1/î — 8iC = o, (E) 2/' + 4aî' — 4 = 0» 

et un point M de coordonnées (a, ^). On demande de trouver sur la para, 
bole (P) un point Q tel que le pôle de la droite MQ, par rapport à l'ellipse 
(E), soit situé sur la tangente en Q à la parabole. 

Trouver le nombre des solutions réelles du problème, suivant la position 
du point M d ms le plan. 
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BOURSES DE LICENCE (PARIS) 
Concours du 24 juin 1889. 



!• Construire la courbe définie par Véquation (!)• 

_ (x^ — a; -f- ij» 

2» Si ron coupe cette courbe par une parallèle à Taxe des x et si on 

désigne par a Fabcisse de Tun des points dUntersection, les abcisses des 

cinq autres points dlntersection seront: 

I lia 

-, I — o, I , , . 

a a I — a a — i 

Distinguer, sur la figure, les points qui correspondent aux formules pré- 
cédentes en supposant que a soit la plus grande des abcisses des points 
d'intersection. 

3® La résç? )n de l'équation (i), où on regarde y comme un nombre 
donné et x comme Tinconnue, peut, de diverses manières, être ramenée 
à la résolution d'une équation du troisième degré, et d'une équation du 
deuxième degré. 

40 Lieu de la projection du point d'intersection des tangentes à la 
courbe (1), en des points dont les abcisses sont inverses l'une de l'autre, 
sur la droite qui joint ces deux points. 



QUESTIONS PROPOSÉES 

327. — On considère deux coniques S, S', situées sur une 
même surface du second ordre, un plan P et un cône passant 
constamment par la conique S', " son sommet décrivant la 
conique S. La trace de chacun de ces cônes, sur le plan P, est 
une conique r dont on demande l'enveloppe. (Leinekugel.) 

328. — Etant données trois droites a, 6, c parallèles à un 
même plan, on considère tous les triangles ABC dont les 
sommets sont situés sur ces droites et qui ont même centre de 
gravité G. Démontrer que les côtés de ces triangles sont les 
génératrices de trois paraboloïdes et que les plans ABC enve- 
loppent un cône de second ordre. (J, Neuberg,) 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR LES BRANCHES INFINIES DES COURBES ALGÉBRIQUES 

Par M. E. Catalao. 

( Suite f voir p. 145.) 



-h Sa la;"» 4- 2,0?^-* -h 6,.x"*-* 4- 



209. — Arrivons au cas général, et supposons que p soit 
une racine multiple de Fo(y) = o. Désignons par i le degré 
de multiplicité de cette racine, de façon que j/ — p annule 
Fo(j/) et ses i — i premières dérivées. Il peut arriver que cette 
valeur de y annule quelques-unes des quantités Fi(y), F,(y),... 
ainsi que leurs dérivées ; mais elle ne les réduira pas toutes 
à zéro. Soit Fp(y) la première fonction dont les i — i pre- 
mières dérivées ne s'évanouissent pas, avec cette fonction 
même, par Thypothèse de 1/ = p. En remplaçant, dans Téqua- 
tion (1), y par e dt A, nous aurons 

k étant inférieur à e, et e^, e,, ... e^, ... étant des quantités 
qui s'évanouissent avec h, 

210. — En répétant tous les raisonnements précédents, on 
conclura qu'en généra^ on peut attribuer à h une valeur assez 
petite, pour que Téquation (6) ait une racine réelle, plus 
grande que tout nombre donné. Celte conclusion sera fautive 
dans un seul cas, celui où Ton aurait, à la fois : 

i — k pair, p pair, Fo^*'(,8) et F^*'(p) de même signe (*). 

Si ces diverses conditions sont remplies, il arrivera que les 
deux termes principaux^ de Téquation (6), seront constamment 
de même signe. Donc, quand on fera croître indéfiniment x 
et décroître indéfiniment h, à partir de certaines valeurs N 



(*) Il y a encore à examiner le cas où le premier terme, non divisible 
par {y — p)», est Fm{y] (Note de 1849). 

K>URNAL DB XATH. SPéC. - 1889. 8 
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et y, le premier membre ne changera pas de signe ; donc on ne 
pourra pas faire acquérir, à cette équation, une racine plus 
grandequefi. Dans ce cas, il ne sera plus permis de dire que, 
pour y = Pt l'équation (1) a une racine infinie. 

211. — La théorie qui vient d'être exposée permet évidem- 
ment, de reconnaître si une courbe algébrique donnée a des 
branches infinies, dont la direction soit parallèle à Taxe des x. 

Bq ordonnant Téquation de cette courbe par rapport aux 
de y, on déterminera, semblablement, les branches 
infinies, dirigées parallèlement à Taxe des y. 

212. — Pour obtenir les branches infinies, obliques aux deux 
accès, faisons, dans Téquation de la courbe, x = u cos u), 
y = u cos 0), de manière à passer des coordonnées rectilignes, 
supposées rectangulaires, à des coordonnées polaires. L'équa- 
tion transformée sera 

(7) Ao^"* + Aiti*^* + . . . 4- A„, = o; 

Aq, A^, ... représentant des fondions homogènes de sin o et cos o), 
respectivement des degrés m, m — i , ... 

Gela posé, on peut raisonner sur l'équation (7), absolument 
comme sur l'équation (1). G'est-à-diie qu'après avoir tiré, de 
l'équation Aq — o, une valeur réeile a de l'angle o), on rem- 
placera 0) par CL -h h, et l'on examinera si, pour des valeurs 
de h sufiisamment petites, l'équation (7) peut acquérir une 
racine réelle, plus grande qu'un nombre donné. Si cela arrive, 
on pourra, en suivant la courbe, se transporter (*) à une 
distance de l'origine des coordonnées, plus grande que toute 
quantité assignable. Donc la courbe aura une branche infinie, 
pans la direction représentée par a> = a. 

213. — La transformée (7) est peu propre aux applications, 
parce qu'elle exige que l'on forme les dérivées des fonctions 
Ao, Al, Aa, . . . Mais il est bien facile de s'en passer. En effet, 
chacune des quantités Aq, A^, A„ . . . étant homogène en 
sin (i> et cos (o; si l'on pose tg o) = /, ces quantités seront 
remplacées par des fonctions entières de la variable t, respec- 

(•) Par la pensée (mai 1889). 
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tivement multipliées par cos*^ <i>, cos*^^ <d, . . . On aura, au 
lieu de l'équation (7), 

Fg(/) cos"* (a.u"^ + F^{t) cos**-^ x.u'X:^ -h ... = g; 
ou plutôt : 

(8) FoCOa?"» H- Fi(Oa?"^* + . . . = o ; 

équation que Ton déduit de la proposée, en remplaçant y par tx. 

214. — On obtiendra donc la direction suivant laquelle la 
courbe peut avoir des branches infinies, en appliquant, à Fé- 
qaation (8), les règles indiquées ci-dessus. Les branches paral- 
lèles à Ta^e des y peuvent seules faire exception, parce qu'elles 
répondent à ^ = oo . On comprend, en effet, qu'en général, 
à cause de a? = w cos w, l'abscisse x et le rayon vecteur doi- 
vent devenir infinis en même temps. Mais si, 

to) = — > 

2 
ce qui répond k t = oo ^ x peut être finie pour une valeur 
infinie de u (*). 

216. — Applications.,. 



DES COORDONNEES TRIPOLMRES 

Par M. Aug. Poulain, à Angers. 
{Suite et fin^ voir p. 155.) 



VI. — Valeurs de a, tx, v, en fonction des coordonnées rectangulaires 

X, Y. — Classification des courbes. 

52. — Le premier problème CHt résolu, pour une origine 
quelconque 0', par la formule (3) donnée ci-dessus 

(3) X» = (X - Xa)« 4- Y - Ya)». 

Le problème inverse est résolu par la formule 
(82) 4SX = 2(X'2 - X«)ay, 

qui comprend (39) comme cas particulier, et oh l'on désigne 

^'\ La théorie qui vient d^ôtre expUquée est tirée, en grande partie, du 
remarquable travail de M. Gorono, publié dans les tomes III et IV des 
Nouvelles Annales de MathémaHques (Note de 1848). 
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par Ox, 6jr,... les projections, prises avec leurs signes, des côtés 
BG, . . . sur Taxe des X. En effet, posant O'M = d, et les coor- 
données de 0' étant accentuées, la relation (3). développée, donne 
(83) . d* - 2XaX - 2YaY = X« - XK 

(X et V donnent deux équations analogues. On en tire X et Y, 
en observant que le dénominateur est un déterminant égal 
à 8S (*). En même temps, on trouve la troisième inconnue d*, 
ce qui redonne la formule (18), sans que Ton fasse appel à 
aucuQ théorème spécial sur les tripolaires. Il suffit seulement 
d'observer que le mineur 

I G G 

I Xb Y, 
I Xe Y, 



(84) 



Xb Yb 

Xc le 



= surf. BO'G = 2a'. 



531 Corollaires. — 1° Sans même calculer les inconnues X, 
Y,d*, on voit qu'elles sontdesfonctionsdupremierdegrédeX*,... 

2® Donc, généralement, une équation cartésienne de degré m 
se transforme en une équation qui est également de degré m 
on X*, . . . Elle s'abaisse de jo degrés, si les points cycliques sont 
des points multiples d'ordre p. Car alors d* est facteur, avec 
les puissances p, p — i , . . . dans les groupes de degrés m, m — i , . . . 

H^ Inversement, si l'on lire, de (83), la valeur de X-, on voit 
que toute courbe de degré m en a*, . . . comprend non seule- 
ment les courbes cartésiennes de degré m, mais des courbes 
de degré m +- p (avec p < m), qui ont nécessairement les 
points cycliques pour points multiples d'ordre p. Car les termes 
de degré 2m contiennent (c?*)"* en facteur ; ceux de degré 2m— i 
contiennent (c?*)"*~*, etc. Ainsi Téquatiou du second degré en 
X*,... comprend les coniques, les cubiques circulaires et les 
quartiques bicirculaires (telles que les ovales de Descartes et 
de Gassiai). L'équation du premier degré comprend les droites 
etlescercles(2). L'équation cartésienne ne descend jamais au 
degré m; car, autrement, en reveoantà l'équation enX*..., on ne 
remçnteraitpasjusqu'au degré wi,d'aprèsle corollaireprécédent- 

(*) Pour fixer les signes, nous supposons que lo parcours ABC se fait 
suivant une rotation directe. 
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SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYxMÉTRTE DO TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest liebon. 

Professeur de mathématiques au lycée Gharlemagae. 

{SuUe^ voir p. 103.) 



Sections planes. 

21. — La section plane d'une surface S3, représentée par 
réquation (4), se projette, sur le plan ZOX, selon une cubique 
qui n*a pas d'asymptote parallèle à Taxe OZ, et qui a deux 
asymptotes quelconques. 

22. — Un plan passant par un des quatre sommets du 
tétraèdre inscrit à un tétraédroïde coupe celte surface selon 
une cubique ayant un point double en ce point. On trouve que 
le lieu des tangentes aux cubiques, sections d'un tétraédroïde par 
les plans qui passent par un quelconque des quatre sommets du 
tétraèdre inscrit, est un cône de révolution, ayant ce sommet du 
tétraèdre pour sommet, ayant la hauteur correspondante du 
tétraèdre pour axe, tangent, selon les trois arêtes du tétraèdre par- 
tant du sommet considéré, au cube qui a ces trois arêtes pour dia- 
gonales de trois faces adjacentes. 

23. — Si Ton imagine les deux cubes et le tétraèdre direc- 
teur définis précédemment (§ 16 et 20), on peut dire que, 
sur une surface S3 du quatrième genre, chacune des six faces 
du petit cube détermine deux droites parallèles à une arête du 
tétraèdre, directeur; chacune des six faces du grand cube 
détermine deux droites qui se coupent en un sommet; huit 
plans perpendiculaires aux quatre diagonales de l'un des 
cubes déterminenthuittriangleséquilatéraux, égaux quatre à 
quatre; douze plans passant par deux sommets et parallèles 
aux arêtes du tétraèdre directeur déterminent douze triangles 
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isoscèles égaux; les douze droites du premier système se 
coupent en vingt-quatre points situés, quatre à quatre, dans les 
plans de symétrie; les douze droites du second syslème pas- 
sent, deux à deux, par les six sommets et se coupent en vingt- 
quatre points situés, quatre à quatre, dans les plans de symé- 
trie. Les droites des deux systèmes se coupent en quarante- 
huit points. 

24. — Par chaque hauteur du trétraèdre directeur passent 
trois plans de symétrie faisant^deux à deux, des angles de 1 20®; 
donc un plan perpendiculaire à une hauteur du tétraèdre 
directeur est perpendiculaire à trois plans de symétrie, et, 
par suite, coupe la surface Sj selon une courbe ayant trois 
axes de symétrie faisant, deuxà deux, des angles de 120®. Pour 
étudier une section de ce genre, on cherche d'abord Téquation 
de la surface S,, rapportée à trois axes rectangulaires ayant 
pour origine le centre (fig. i) du tétraèdre directeur. Taxe 
des z' étant sa hauteur OA, Taxe des t/'etant la perpendicu- 
laire en au plan ZOX', Taxe des x' étant dans le plan ZOX'. 
La nouvelle équation de la surface 83 est 



■- y/^; . V' + /{y/| .V- y/i 




Au moyen de cette équation, on reconnaît que chaque havr 
leur du tétraèdre directeur est normale à la surface S, aux points 
où elle la rencontre, (A suivre). 



UN PROBLEME SUR LE VELOCIPEDE 

par M. fi*-B. Pomey, ancien élève de TÉcole Polytechnique. 



On demande la courbe des points lumineux qui se dessiiie, par 
un jour de soleil, sur une roue de vélocipède; c'est-à-dire le lieu 
des points brillants formés^ sur une infinité de cylindres droits de 
rayon infiniment petit, qui ont pour axes les génératrices d'un 
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cône de sommet S fixe. On donne la position de Vœil de. Fobser^ 
vateur et la direction des rayons du soleil A. Le point brillant 
n'est autre que Vimage du soleil dans le miroir infiniment petite 
formé par un élément de surface de ces cylindres . 

Soient M le point brillant situé sur la génératrice SG, S l'élé- 
ment de surface dans lequel on voit le soleil, MN la normale 
à cet élément, 0' le point symétrique de par rapport à S, 
MN' la bissectrice de Tangle O'MO. 

Les points 0'. M, A sont en ligne droite, et l'angle N'MN 
des deux bissectrices de l'angle OMA est droit. Le plan d'in- 
cidence est le plan des droites MO, MA, MN, MN'. L'angle 
SMN qui est droit et qui a un de ses côtés situé, dans ce 
plan, se projette sur ce plan suivant un angle droit; donc 
MN' est la projection de la génératrice SM; cette génératrice 
est donc située dans le plan mené par la bissectrice MN' 




des deux droites MO, MO', perpendiculairement à leur plan. 
Il en résulte Tégalité des angles O'MS, SMO. J'appelle : ç. 
cet angle, qui est celui de la génératrice avec le rayon 
lumineux; ç', l'angle de la même génératrice avec la droite 
SO qui joint le sommet du cône au poinl de vue, 6 l'an- 
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gle de Taxe du cône avec le rayon lumineux, 0' Tangle 
de ce même axe avec SO, (o Tazimut de la génératrice par 
rapport è celui du soleil^ w' l'azimut du point de vue 0, Taxe 
du cône étant Taxe des plans méridiens, nalurellement. 

On a : ces 9 = cos a cos 6 4- sin a sin 6 cos w, 
a étant la demi-angle au sommet du cône, et 

cos cp' = cos a cos 6' H- sin a sin 6' cos (w — w'). 

Posons SM = p, SO = d, OM = R. 

Nous avons : p = d cos 9' 4- R cos <p, 

R« = p2 + d* — 2dp cos (p'. 

Par suite, 

- . cosV — cos*9 

(1) p« — 2dp cos y + d* ^-r— = 0. 

^ ^ ^ • ^ ^ sin*(p 

On aura p, en fonction de a>, en remplaçant, dans cette der- 
nière équation, 9 et 9' par leurs expressions ento. On voit que, 
sur chaque génératrice, il y a deux points. Le milieu de ces 
deux points correspond à p = d cos 9'; donc, il appartient à la 
sphère qui a pour diamètre SO. La courbe passera parle point 
de vue, tangentiellement aux génératrices suivant lesquelles 
le cône sera coupé par le plan bissecteur des droites SA. 
(rayon lumineux) etSO (qui joint le sommet du cône au point 
de vue 0); car on a alors 9' = 9. 

On peut transformer Téquation (1) en coordonnées rectan- 
gulaires : 

Je prends pour origine le sommet du cône, 

Soient a, 6, y, les cosinus directeurs, du rayon lumineux, 
X, Pj z, les coordonnées du point M, ûCo»î/o>^o '^s coordonnées 
de Tœil de Tobservateur. On a 

OLX 4- py +YZ x(x - Xo) -4- y(y - y^) + aiz - ^o^ 

ou [{x - œ,Y -h {y - y^Y -^ (z - z^Y][clx 4- pj/ + yz\ 
= [.x« + y« 4- ;5* - {xx^ 4- t/2^0 -+■ «2?o)]^ 
La courbe cherchée peut donc être considérée comme Tin- 
tersection du cône et d'une surface du quatrième degré. Si le 
cône dégénère en un plan la courbe devient une courbe plane 
du quatrième degré, dont l'équation est 
{x - x^y -hiy - î/o)' + ^o*](a^* + M ^ix^-hy^-XoX-yoyY 
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QUELQUES PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE PRATIQUE 



[Suite et finy voir p. 87. ) 



10. Le passage entre deux forts. -- Imaginons que 
deux forts, à feux croisés, aient pour centres les points 0, 0'. 
Soit h la portée des pièces, 
et soient A, A' deux circon- 
férences décrites, des points 
0, 0' comme centres, avec h 
pour rayon. Nous voulons 
chercher quelle est la ligne 
qu'il faut suivre pour passer 
entre les deux forts, en 
s'exposant leraoinspossible. 

Nous admettrons, en prin- 
cipe, que la probabilité 6, 
que l'on soit atteint par les 
projectiles d'un fort, tant 
qu'on demeure soumis à l'ac- 
tion de son tir, est : 1® pro- 
portionnelle au temps et 2<> en raison inverse de la distance. 

Soit MN (*) le chemin suivi dans le champ de tir du fort 0; 
prenons, sur MN, deux points voisins B, B'. Quand on va de 
B à B', Ô varie proportionnellement à BB', mais en raison 
inverse de OB. 

Pour le trajet MN, on a donc 

BB' étant infiniment petit. 




■A^a^Mifai^iAaMtori 



(*) Cette trajectoire doit ôtre perpendiculaire à la ligne des centres ; 
c'est un fait qu*on peut coDsidérer, croyons-^ous, comme évident. Pour- 
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Posons 

NOH = a, BOH = 9, 00' = /. 

Nous avons 

BH = OH tg cp, 
et, par conséquent, 

(1) BB' = d(BH) = OH ^^ 



D'ailleurs, 

(2) 



C08* <p 



OB = 



OH 



cos 9 
Les égalités (1) et (2) donnent 

BB' _ rfy 

OB "" cos <p' 
et, par suite, 

= 3 r^î- = .Ltg(45o+-*). 

Jo COS ? \ 2/ 

Supposons maintenant que MN coupe le champ de tir du 
fort 0', aux points M', K'. Si nous posons N'O'H = p, la quan- 
tité Ç, qu'il faut rendre minimum se calcule donc, d'après ce que 
nous venons de voir, par la formule : 



6 



(3) 



C=2Ltg(45o+^)+2Ltg(45o+^) 



/A 



tant, si ron croit nécessaire de le démontrer, on pourra raisonner, ainsi 

qu*il suit. 

Soit A une transversale oblique à la ligne 
des centres; abaissons OH O'E perpendi- 
culaires sur A; prenons, sur 00', 01= OH; 
puis, par le point I, élevons A' perpendi- 
culaire à 00'. 
Nous avons 

01 -h O'I > OH -h O'K; 
ou, puisque 01 = OH, 

01 > O'K, 
et, par suite, 

BB' > pp'. 
Gomme aa' est égal à AA', et comme les 
deux droites sont à égale distance du centre 
O, la probabilité que nous étudions sera la 
môme pour AA' et pour aa' ; mais comme 
BB' est plus grand q[ue p^' et, plus rap- 
proché de O', il y a plus de chances 
d*être atteint en adoptant le chemin AA'BB% 
comme nous l'avons avancé. 
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Dans cette égalité, a, p désignent deux paramètres variables, 
vérifiant la relation 
W / = h(cos a + cos p) (*}. 

D'après (3), le minimum de Ç correspond à celui de 

^ (^^' ^ 3 *^ (45° 

En différentiant cette expression, on a 

ts(45+0 tg(45+î) 

— «a + • dp r= o. 



COS' (45 i- 1) 



COS' 



(4'-0 



M 



OU cos prfa + cos a dp = o. 

D'autre part, de (4), on déduit 

sin a da + sin p dp = o. 

Ces deux dernières égalités donnent 

sin 2p = sin 2a, 
ou, puisque a, p désignent ici des angles aigus, 

p = a. 

Le passage doit donc être effectué en suivant la corde com- 
mune aux deux cer- 
cles de tir; résultat 

à peu près évident, ^ i 

apriorif mais qu'il 
n'était pa s sans inté- 
rêt d'établir avec 
rigueur. 

Quoi qu'il en soit, 
nous pouvons main- 
tenant aborder la 
question suivante: 

Deux forts (ou 
deux retranchements quelconques) 0, 0', étant considérés : 



« N 



0' 




A-' 



(*) Gomme on le voit par cette égalité, nous supposons (et nous avons 
d'ailleurs fait, plus haut, cette hypothèse) que la portée des pièces est la 
môme pour les deux forts. S'il n'en était pas ainsi, on aurait à résoudre 
par rapport à a;, y, les équations 

h cos X -h h' cos y=^df 
h sin 2x = h' sin 2y\ 
mais cette résolution n'est pas élémentaire. 
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1® chercher si leurs feux peuvent se croiser; 2^ déterminer la 
ligne qu'il faut suivre pour passer à égale distance, des deux 
points 0, 0'. 

Pour traiter la première question, on fixera des piquets 
aux points où s'est effectuée la chute de trois projectiles, 
lancés de 0, dans des directions dififérentes; soient A, B, G 
les trois points ainsi observés. Ayant relevé les longueurs des 
côtés du triangle ABC, une formule élémentaire, celle qui 
donne le rajon du cercle circonscrit à un triangle, connais- 
sant les trois côtés, permettra de calculer la portée h des 
pièces placées en 0. On détermine ensuite la distance / des deux 
points inaccessibles 0, 0'; et l'on verra si l est plus petit ou 
plus grand que 2h, 

Il nous reste à montrer comment on répond à la seconde 
partie du problème qui nous occupe ; nous indiquerons, pour sa 
solution, deux procédés : 

1® Soit A la position de l'observateur, et soit AM la ligne de 
visée aboutissant au milieu de 00', ligne que nous avons 
appris à déterminer (Seconde partie^ § 68). 

Traçons AZ perpendiculaire sur AO; AZ rencontre, en G, la 
perpendiculaire élevée à 00', en son milieu M. Le quadrila- 
tère OAMG est inscriptible ; par suite, les angles OAM, OGM 
sont égaux. Ainsi 

ôœ^= 2 (Sam 

On relèvera donc l'cTugle OAM = a, et l'on donnera, aux 
branches de la fausse équerre, une position telle que l'angle 

qu'elles forment soit le 
double de l'angle obser- 
vé OAM (3€C(mde partie^ 
§8). Gelafait, OD s'avance 
sur AZ jusqu'à ce que 
Ton trouve un point G, tel 
que, de ce point, on aper- 
çoive 00' sou^ l'angle 2a, 
mârquéparlesbranches 
de la fausse équerre. 

Mais ici se présente une difficulté. Bn effet, il existe, sur AZ, 
deux points G, G' d'oh l'on voit 00' sous l'angle %%\ d»oes 
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deux points, un seul convient; c'est le point G, bien déterminé, 
intersection de AZ avec MG. 

Pour obtenir ce point G, on doit obseryer que les arcs OG'G, 
O'DG étant égaux, G'Z est labissectrice deFangle formé par G'O' 
elle prolongement de OG'; cette circonstance ne se présente plus 
en G. Ainsi, après avoir trouvé, sur AZ le point Cd'oîi le seg- 
ment 00' est vu sous l'angle 2a, on doit s'assurer que AZ n'est pas, 
en ce point G, bissectrice de l'angle extérieur du triangle OGO'. 

Quand on a trouvé G, la ligne cherchée GM s'obtient en 
traçant la bissectrice de 
l'angle OGO'. 

"t Soient A, B deux 
postes d'observation; 
AX, BT les lignes de 
visée aboutissant au 
milieu de OO', lignes obte- 
nues, comme le montre 
la figure, conformément 
à la construction précé- 
demment indiquée et déjà 
rappelée tout à l'heure. 
Traçon&GD parallèlement 
à 00' (*) et déterminbns, en H, l'orthocentre du triangle 
MGD. La droite cherchée est la perpendiculaire HZ abaissée, 
de H, sur la direction de GD. 
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CONCOURS D'AGREGATION 1888 

flkiliitloii par G. Glapibr, étudiant à la faculté des sciences 

de Montpellier. 

(Suite t% fin, voir p. 165.) 



3^ Nous avons vu que la surface ^ est indéterminée, et 
que son équation à la forme 

S + IW = 0, 
lorsque les points P et P' sont situés dans l'ellipsoïde S ; ce 



(*) On peut prendre, par exemple, comme le montre la figure, la dia- 
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qui revient à dire que ces surfaces S sont doublement tan- 
gentes à l'ellipsoïde S, en ces points P,P'. 

Les équations du centre sont : 

2X + X(a P + aP') = G, 

(7) 22/ -4- X(pT + pF) = G, 

Les valeurs de x, y, z^ déduites de ces relations, et portées 
.dans P et P', donnent 

[X(Q -f. i) 4- X]P 4- XF 4- X = G 
. . . XP + [X(Q 4- i) 4- 2]F 4- 2 = ; 
d'oîi, en retranchant, P = P'; les équations (7) dpnnent alors, 
par rélimination de XP, les équations du lieu demandé, 

/ON ^ ^ y ^ g 

^ ^ a 4- a' p4- p' y 4-/* 

Ce lieu est la droite qui joint le centre au milieu de PP'. — 
On eût pu prévoir ce résultat géométriquement. Les deux sur- 
faces S, S' se coupent suivant deux ellipses évanouissantes, 
qui passent aux points P, P' ; de sorte que le plan diamétral 
de la corde PP' est le même pour les deux surfaces. Le centre 
de 2 est dans ce plan, qui passe par le point et le milieu de 
PP' ; il est aussi dans le plan OMM' comme le montrenta prixiri 
les équations (7) qui donnent, 

a? a' a 

î/ P' P = o ; 

^ / Y 
donc le lieu des centres est l'intersection de ces deux plans. 

4^ Supposons que la surface 2 soit une sphère ; on doit 
avoir, en ne prenant que les termes du deuxième degré, dans 
réquation de 1], 

(9) QS - X(a?* 4- y« 4- s*) s: PF. 

Ces plans P, F devront être des plans cycliques ; comme ils 
sont supposés réels, nous aurons d'abord 

* 

gonale PQ du parallélogramme APQR. Dans cette coustruction, comme 
dans la précédente, il faut, avant tout, connaître la direction de 00' (Voir, 
pour les solutions diverses que comporte ce problème, le chapitre YI| 
de la Géométrie de la Règle^ seconde partie). 
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D'après cela, l'identité (9) deviendra 
on en déduit : 
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X 



Y 
c 



r) = 



o» C» è« - a» - c"' 



(10) 



a^ + Y» = O, 



aa 

ÏL 



6« 4- a» 



a" + c* -h 6" 
c* - 6» 



^a ^ C« + 6* 

Et. vu ces conditions, l'équation QS — PP' = o, de la 
surface S, qui est une sphère, devient 



(11) 



x^ 



y 



z' 



6» - m* 



— - — aj — -: z — 



w' 



6* + m* 



= o 



m* = 26* — o* — c^. 
Les paramètres a, a', y y' étant liés par les trois équations (10), 
il existe une infinité de telles surfaces. Pour avoir leur enve- 
loppe, il faudra éliminer ces paramètres entre les équations 
(10), (il) et la suivante. 



X 


X 


z 


z 


a« 


a» 


c« 


C» 


Y 


Y 


a' 


a 


a' 


a 










• 





y' 


Y 



= o, 



obtenue par différentiation. En développant et en supprimant 
le facteur ay — ya', qui ne peut être nul, on a 



(12) 



^ (a _ oc') + -J (y - Y) = o 



Pour faire cette élimination, ajoutons et retranchons (H) 
et (12) ; puis faisons disparaître a' et y 9 ^^ l®s déduisant des 
deux dernières équations (10); Nous trouvons ainsi, 



X 



.z 



aï' + y* + is' — 2 (a« — 6») 2(c* — 6*) w« = o , 

CL Y 

X S X* + y* -h z^ — m^ 

2a h 2y — = r 

c \/6* — c* a = a \/a* — 6" y- 
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Les deux dernières donnent a et y ; en portant dans la pre^ 
mière, le terme en xz disparaît, et nous obtenons, pour l'euve- 
loppe cherchée, la cyclide représentée par, 

(13) E ^ ; ' — 4(a* - 6«) —-h 4(6« - c») — = o. 

5^ Soit k(Xoj yo, So) le pôle de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques; transportons l'origine en ce point; 
réquation E devient 

\{x H- Xq)^ -h (y -h yoY -4- (g -h Zp)* - m»} ^ .^ A^-^,^oY 

D'autre part (X,T,Z) étant un point quelconque de la trans- 
formée, nous aurons les égalités 

X Y Z 

. ^"X'^-Y^ + Z»' ^""X«^Y*-hZ«' ^""X«4.Y«H-Z*' 

Substituant dans la précédente, on trouve, en cherchant à 
annuler les coefficients de Tordre le plus élevé et en prenant 
Xo = O, -ïo = o: 
{X« 4- Z« + [Y 4- î/o(X« -h y' -+- iï*)]* - »*"(X* -4- y« 4- »•)•(* 

(6« - i»«)(X» -h Y« 4- Z*)« 
a» - fti 6« ^ c* 

Cette équation se réduit et devient 

si Ton prend y© = «>•• 

Donc, si m* = 2b* — a* — c* est une quantité positive, il exis- 
tera deux points sur Taxe des y, y^ = ± m tels que la trans- 
formée par rayons vecteurs réciproques, en prenant Tun d'eux 
pour pôle, soit un cône du deuxième degré (14). 
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A Treatise ou spherical trigonometry, etc>.. by John Casey. 

Dublin, 1889. 

Cet ouvrage, comme le dit Fauteur dans sa préface, forme une suite 
naturelle à son Traité de Trigonométrie plane. Il est conçu dans le même 
ordre dldées et, comme tous les ouvrages du savant professeur de 
rUniversité de Dublin, il constitue un modèle d^ordre, de clarté, de pré- 
cision et d'érudition. Un pareil livre mérite qu'on Tanalyse avec quelq[ue 
attention ; mais voici d'abord, rapidement tracé, le plan de ce Traité. 

Il est divisé en neuf chapitres (*] et chacun d'eux est partagé en sec- 
tions; celles-ci sont suivies de nombreux exercices, fort bien choisis, très 
intéressants, et, pour la plupart, originaux. Quelques-uns, seulement, 
sont empruntés aux ouvrages classiques, du même genre, ou à diverses 
publications mathématiques. Mais, dans ce cas, par un scrupule qu'on 
ne saurait trop approuver, les sources auxquelles ces exercices sont 
empruntés sont toujours indiquées par l'auteur. On voit par ces 
quelques mots, et par la citation que nous avons faite des titres des 
différents chapitres, quelle est la physionomie générale de l'ouvrage. 
En abordant l'analyse de cet ouvrage qui, par l'abondance et l'origina- 
lité des sujets qu'il met en lumière, laisse bien loin derrière lui tous 
ceux qui l'ont précédé, nous signalerons d'abord certains points qui 
nous paraissent soulever quelques observations intéressantes. 

La démonstiation de la formule fondamentale 

cos a = cos b cos c + sin h sin c cos A 
est présentée, comme dans la Trigonométrie de Serret, en construisant 
l'angleplan du dièdre À. Cette démonstration exige, comme Ton sait, une 
certaine discussion. Après avoir établi la formule, en supposant 

& < -, c < -, 

2 2 

on doit, en effet, montrer qu'elle subsiste quand on a 

b^-9 c ^-' 

"^2 '2 

La démonstration des ouvrages classiques français (**), adoptée dans 

[*) Nous indiquerons ici pour donner une idée générale du livre les 
titres de ses différents chapitres. 
Chapitre I. La Géométrie sphérique. 

— II. Formules relatives aux câtéset aux angles d'un triangle sphériqiie. 
III. Résolution des triangles sphériques. 

— IV. Applications diverses. 

— V. L'excès sphérique. 

— VI. Petits cercles de la sphère. 

— VII . La théorie de l'inversion (et les projections stéréographiques). 

— VIII. Les Polyèdres, 

— , IX. Applications de la Trigonométrie sphérique, 

(**) VojeZfBriot et Bouquet f p. 119; VacqiMnt eiMacé de Lepinay,p, 363. 



186 JOURNAL DB MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

rènsei^ement moderne, nous paraît préférable. Le théorème des projec- 
tions, sur lequel elle s^appuie, lui donne en effet, immédiatement, le 
caractère de généralité qu^on est au contraire obligé do reconnaître 
par un raisonnement direct, dans Tautre manière de faire. 

La règle mnémonique de Napier, au moyen de laquelle on peut obtenir 
les formules relatives aux triangles sphériques rectangles, est critiqniée, 
après beaucoup d'autres auteurs, par M. CSasey. Je ferai connaître ici le 
moyen préconisé par M. Gasey, bien que le procédé imaginé par Napier 
ofiîrâ, si je ne me trompe, moins de chances d'erreur. 

La règle de M. Gasey consiste à rapprocher les formules de la trigono- 
métrie plane et de la trigonométrie sphérique, comme le montre le tableau 
suiv.nnt*- 

TRIANGLB SPHÂBIQUE 

. sin6 
sin B= -: 



TRIANGLE 


PLAN 




sin B : 


b 
c 




COS B : 


b 

" c 




tan g B : 


_ b 

~ c 




sinB : 


— cos 


G 



c )S B = 



lang B ~ 



sm c 
tan£ç b 

tang c 
tang b 

siu c 
cos G 



sin B — 

cos c 

(A sommet de l'angle droit). 

La permutation des lettres B, G; &,cfait connaître les autres formules. 

M. Gasey affirme avoir, par expérience, tiré les meilleurs résultats du 
tableau précédent (*). Pourtant on n'imagine pas bien, nous scmble-t-il, 
comment, devant une défaillance de mémoire, on passera du premier 
tableau au second avec la certitude d^efiectuer cette transcription sans 
erreur. Ge qui rend particulièrement pratique le pentagone de Napier, 
c'est qu'il fait connaître, immédiatement, sans intermédiaire, la formule 
dont on a besoin, formule dans laquelle entrent les deux éléments donnés 
et un des éléments inconnus. Get avantage existe-t-il dans le procédé 
mnémonique indiqué par M. Gasey? Si nous l'avons bien compris, il nous 
semble qu'il exige, au contraire, que toutes les formules soient écrites ; 
cela fait, on choisit, parmi elles, celles qu'on doit employer 

Pendant que je suis en train d'indiquer les points, en petit nombre, et de 
minime importance, au sujet desquels je suis en divergence d'opinion avec 
M. Gasey, je signalerai encore la démonstration proposée (p. 131) pour 
établir la formule donnant le volume du parallélipipède oblique. 

M. Gasey prend pour base de cette démonstration le théorème connu, 
correspondant h l'énoncé suivant : 

Dans un triangle sphérique le produit du sinus d*un côté^ par le sinus de la 
hauteur (**) correspondante^ est le même pour les trois côtés du triangle. 



{*) On fait ici abstraction des formules 

cos a =. cos b cos c, cos a = cotg B cotg G. 

On peut d'ailleurs admettre que, en vertu de leur forme simple et 
symétrique, elles peuvent être imposées à la mémoire sans avoir recours 
à une règle mnémonique. 

(♦•>I1 faut, bien entendu, dans cet énoncé, entendre que la hauteur 
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Ce produit est égal à 2 n (*) ; si Von pose 

411* = I — cos* a — cos* b — cos* c + 2 cos a cos b cos c. 

Cette proposition, si la lecture très scrupuleuse que j*ai faite de l'ou- 
vrage, plein dlntérêt, que j'analyse ici, ne m'a pas trompé, n'est pas 
démontrée dans le texte principal. On la trouve simplement énoncée, à 
titre d'exercice (p. 26, ex. 9). Or, si elle découle immédiatement de la 
formule que donne le volume d'un parallélîpipède , elle exige, au con- 
traire, du moins avec le calcul que nous avons fait, un certain effort pour 
être établie directement» Nous trompons-nous, en pensant que, en adop- 
tant une pareille marche, les rôles sont intervertis ; que les choses rela- 
tivement compliquées précèdent les démonstrations plus simples; et, 
finalement, que, pour aboutir au but, on dépense, en suivant cette façon 
de faire, une somme de travail plus considérable que si l'on recherchait 
directement («oit comme nous Pavons indiqué (*), soit partout autre pro- 
cédé élémentaire, indépendant des considérations de la Trigonométrie 
sphérique) l'expression du volume du parallélipipède oblique ? Il nous 
semble que le problème posé est essentiellement du domaine de la 
Trigonométrie élémentaire; et que, par suite, sa solution ne doit pas 
exiger des considérations étrangères à cette science. Enfin, il nous 
paraît y avoir avantage à considérer cette formule comme fondamentale, 
en l'utilisant pour la recherche des propriétés, en nombre considérable, 
qui en découlent par voie naturelle. • 

Quoiqu'il en soit, que les observations précédentes soient justifiées, ou 
non, elles ne touchent qu'à de simples détails et on les jugera, avec raison, 
peu importantes. Si je les signale, c'est qu'elles portent sur des points 
intéressant plus particulièrement les candidats à l'École Polytechnique. 
Peut-être, contrairement à mon avis, et malgré les raisons que j'ai don- 
nées pour l'appuyer, trouveront-ils préférables les procédés de M. Casey. 
J*ai tenu, dans tous les cas, à les leur faire connaître, pour qu'ils puissent 
les juger et, au besoin, les adopter, s'ils les trouvent bon^^. G. L* 

(A suivre.) 

désigne l'arc de grand cercle abaissé, d*un sommet, perpendiculairement 
à la base correspondante. 

(*) Cette fonction n des cosinus des côtés du triangle ABC, qui se 
rencontre dans des questions si diverses de la Trigonométrie sphérique 
et de la Géométrie analytique à trois dimensions, a été nommée par Staudt 
le sirnts du trièdre O.ABG. D'après une note de M. Casey fp. ^2), M. Neu- 
berg a proposé deux noms, pour la fonction n : l*" Premier Staudtien du 
triangle ; 2* Premier norm. 

Il nomme Second Staudtien ou second norm, la fonction 

N = v/ sin e sin (A — e) sin (B — e) sin (C — e). 
On sait que le mot norm a été employé par M. Sylvester pour désigner 
une fonction se rattachant au tétraèdre. 

(*) Géométrie analytique, t. II. 
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EXERCICES ÉCRITS 



23. — On considère un quadrilalère ABCD tel, que le 
triangle, qui a pour sommets les points de rencontre des côtés 
opposés et des diagonales, est rectangle etisoscèle. Le point A 
est intérieur à ce triangle rectangle, et ses distances aux deux 
côtés de Tangle droil sont désignées par a et 6. 

1® Trouver, parmi toutes les coniques G qui ont le triangle 
précédent pour triangle polaire, celles pour lesquelles il existe 
des points? tels, que Thyperbole équilatère, qui passe aux 
pieds des quatre normales menées de l'un des points P à la 
conique G, soit circonscrite au quadrilatère. 

2® Il y a en général trois points P, deux à distance finie, 
un à rinfini : trouver les coordonnées de ces points et les 
équations des coniques G qui y correspondent. 

3** Dans quels casy a-t-il une infinité de points P? On trouve, 
pour lieu de ces points P, une droite D et une hyperbole équi- 
latère H. Trouver le lieu des centres des coniques G qui corres- 
pondent à des points P décrivant Thyperbole H, ensuite le 
lieu des sommets des coniques G qui correspondent à des 
points P décrivant la droite D, 

4^ Lieu des extrémités des diamètres conjugués égaux des 
coniques G qui correspondent à des points P décrivant la 
droite D. 

Construire ce lieu. 
(PAGès, élève en Mathématiques spéciales au lycée de Montpellier.] 

Notes sur l'exercice 22. 

1* L^équation générale des hyperboles H considérées est 

a^ — î/' -h 2 ^ a;?/ — Ra? -h [ly = o, 

(ji désignant un paramètre variable. Chacune de ces hyperboles passe par 
A et coupe A (abstraction faite des points A, C) on deux points P, Q 

appartenant à la droite dont Téquation est a; = — — . Ainsi, toutes ces 

. 2 
hyperboles sont circonscrites à un triangle équilaléral fixe. 
2* Le lieu des centres est la circonférence des neuf points du triangle 
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APQ ; elle a pour éc[uation 
3* Le lieu de I est une droite correspondant à Téquation 

X 

Elle passe par Torigine 0, et elle est inclinée sur Qx d'un angle égal 
à30o. 

40 Le lieu de J est le foUum double ordinaire ; Torigine étant au point 
diamétralement opposé à A, et AA' étant la direction positive de Taxe 
polaire on a, pour le représenter en coordonnées polaires, Téquation 

. p = 4R sin^ci) cos (ù, 
etc.. 

Nota. — Nous avons reçu une solution de M. Rezeau. 



QUESTION 177 

Solution par M. Laisant. 



De combien de manières peut^n ranger 211 nombres inégaux 
deux à deux, sur deux lignes^ de telle sorte que les nombres 
croissent dans chaque ligne de gauche à droite^ et dans chaque 
colonne de haut en bas ? (Ed. -Lucas.) 

Il est à peu près évident que la première colonne ne peut 
avoir que l*une des n formes 

III I 

. . • 

n -h î n n — I 2 

Soient Vn.i, Vn,2, Vn,3 ... Vn,n 

les nombres des dispositions commençant par ces premières 
colonnes, et u» le nombre cherché. On aura 

Prenons un quelconque î;„,k de ces termes {k < n). Il repré- 
sente le nombre des dispositions commençant par 

comme première colonne. 

Si, dans Tune quelconque de ces dispositions, nous suppri- 
mons la première colonne, on voit qu'il restera 2(n — i) 
nombres disposés sur deux lignes, et que la première colonne 
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restacte aura Tune des formes 

2 2 2 

• • • 
n-h2 n+i n — A:4-3 

aucun nombre inférieur à n — A: + 2 ne pouvant figurer dans 
la ligne inférieure. 

D'après les notations précédentes^ les nombres de dispo- 
sitions qui correspondent à ces diverses formes sont, comme 
on le reconnaît sans peine. 

Il suffit, pour cela, d'oberver qu'on peut diminuer d'une 
unité tous les nombres inférieurs à n ~- i + 2, et de deux 
unités tous les nombres supérieurs, les valeurs absolues 
n'important en rien. 

Donc, nous aurons 

A cette relation, qui s'applique jusqu'à k = n— i, il con- 
vient d'ajouter cette remarque évidente, que Vn,n, c'est-à-dire 

le nombre des dispositioos commençant parla colonne , est 

égal à i;n,n-i, nombre des dispositions commençant par la 

colonne • Enfin, i;„,i est toujours égal à l'unité. 
3 

D'après cela, dous aurons la solution cherchée en formant 

le tableau suivant 

1 I I I I I I I I I I 
I 234 56789 10 II 
2 5 9 14 20 27 35 44 54 63 
• 5 14 28 48 75 iio... 
14 42 90 i65 275... 
42 i32 297 572. . . 
i32 429 100 I. . 
429 1430.. 
1430. . 

dans lequel un nombre quelconque est obtenu en faisant la 
somme de celui qui est situé au-dessus avec celui qui est 



JOURNAL DB MATHÉMATIQUAS SPÉGIÀL£S OH 

piaoé k sa gauche, sauf pour les deruiors nombres de chaque 
colonne, identiques à ceux respectivement placés fliUrdaaattB 
d'eux. 

Les nombres Un sont les sommes de chaque colonne de ce 
tableau, ou ce qui revient au même, les derniers nombres des 
colonnes suivantes; en sorte que tous les nombres cherchés 
sont ceux qui se trouvent sur la diagonale (a). 

Pour obtenir une formule donnant ces solutions, il est natu- 
rel de former le tableau analogue, mais complet et symétrique, 

(B) 

I I I I I 1 I I 

567 8 9 10 1 1 
i5 21 28 36 45 55 66 
35 56 84 120 i65 220 286 
70 126 .210 33o 495 715 
126 252 462 7921287 
84 210 462 924 1716 
120 33o 792 17163342 
dans lequel on reconnaît le triangle arithmétique de Pascal 
écrit sous une forme particulière, et 011 Ton voit que les dia- 
gonales perpendiculaires à {b) donnent les coefficients du 
développement des puissances d'un binôme. 

Nous comparerons maintenant ces deux tableaux en en 
formant un troisième, au moyen des différences terme à terme : 

(G) 

(0) 



(b) 






ib') 


m 


1 


i 


l 




2 


3 


4 




3 


6 


10 




4 


10 


2.0 




5 


i5 


35 




6 


21 


56 




7 


28 


84 




8 


36 


120 
















































00 




1 


I 


I 


I 


I 


I 


I I 






5 


6 


7 


8 


9 


10 1 1 








21 


28 


36 


45 


55 66 










84 


120 
33o 


i65 
4.Q5 


220 286 

7l5 lOOI 



1287 

La diagonale (c) de ce tableau est identique (et on le démon- 
trerait rigoureusement sans difficulté) à la diagonale (b') du 
tableau (B). 

Il résulte de là que chaque terme % est égal au coefficient 
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du terme milieu du développement de (a -H 6)^""*^ moins le 
coefficient du terme qui le précède de deux rangs ; en sorte 
qu'on a 

n H- I 

Par conséquent, on peut dire encore qu'on obtiendra les 
solutions demandées en divisant chaque nombre de la dia- 
gonale (b) par le nombre de la même colonne appartenant 
à la seconde ligne. 

La simplicité de la formule ainsi obtenue permet de croire 
qu'on arriverait à la démontrer directement, ou du moins 
d'une façon moins détournée. Les tentatives que j'ai faites à 
ce sujet ont été vaines, et c'est ce qui me décide à publier la 
solution précédente, heureux si elle peut servir d'indication 
utile à ceux qui seraient désireux de reprendre cette intéres- 
sante question d'Analyse combinatoire. 

Nota. — Autre solution par M. J. Ghapron, qui considère le problème 
comme un cas particulier du suivant : 

Placer les p premiers nombres sur deux lignes, de sorte que les nombres soient 
croissants en chaque ligne de gauche à droite et en chaque colonne de haut en 
bas, de toutes les façons possibles et en supposant que les déments placés sur la 
deuxième ligne soient en nombre q au plus égal au nombre de ceux de la 
premièrey et que ces éléments se trouvent placés dans les q premières cases au 
dessous des qpremiers nombres de la première ligne. 

M. Ghapron trouve, pour calculer le nombre inconnu X^, la formule 

yP P(P- I)».- (P— g4-3) 

X?= [^-ZTôl (P-2g + 3). 

Gette formule donne la solution du problème posé, en faisant p = 2n 
q = n-{- i. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IIPRIMBRIB CBSTRALB DBS CUBMINS DB FBR. — IMPBIXBRIB CUAIX. 
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SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest lieboiiy 

Professeur de mathématiques au Lycée Gharlemagne. 

{SuUe, voir p. 173.) 



III. — Surfaces hexaédriques. 
Propriétés générales. 

25. — Nous désignerons par S^ les surfaces hexaédriques. 
L'équation (8) représente ces surfaces quand elles sont rap- 
portées à trois axes rectangulaires, dont chacun passe parles 
centres de deux faces opposées d'un cube directeur. Elle 
montre que, quand c = d, la surface S^ se réduit à Tensemble 
de deux sphères concentriques, dont les rayons sont les racines 
positives de Téquation 

(12) o = cp* + 26p' 4- a. 

L'origine est un centre de toute surface S^. 

Nous appellerons plans de symétriey depremiéreespéce^ des sur- 
faces S4 les trois plans perpendiculaires aux arêtes du cube 
directeur en leurs milieux ; plans de symétrie^ de seconde espèce^ 
les six plans déterminés chacun par deux des quatre diago- 
nales du cube directeur. 

Les droites qui passent par les centres de deux faces oppo- 
sées du cube directeur sont trois axes de symétrie^ de première 
espèce^ de toute surface S4. Ils coupent la surface en douze 
points qui sont des sommets de première espèce ; ces points sont 
les intersections des trois axes de première espèce et de deux 
sphères concentriques à la surface, ayant pour rayons les 
racines positives de l'équation (12). 

Deux cubes G et C^ ont leurs faces tangentes à la surface, 
en leurs centres; ^ux sommets de première espèce* 

JOURNAL DB MATH. SPÉC. ^ 1889. 9 
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26. — En rapportant les surfaces S^ à trois axes rectan- 
gulaires, dont l'un est OZ (fig, /j, dont les deux autres sont 
les bissectrices OX' et OY' des angles des axes OX et OY, on 
trouve que leur équation est 

o = 20 -h ^b{x'* 4- t/'« + z*) + (c -4- d){x'^ -h t/'*) 
-h 2Ci5* -h 4d{x'* -h î/'»)3« -h 2(3c - d) x^y'K 

Cette équation montre que les six droites qui joignent les 
milieux des côtés du cube, en passant par son centre, sont six 
axes de symétrie de toute surface S^ : nous dirons que ce sont 
des axes de seconde espèce. Ils coupent la surface en vingt-quatre 
points qui sont des sommets de seconde espèce; ces points sont 
les intersections des six axes de seconde espèce et de deux 
spbères concentriques à la surface, ayant pour rayons les 
racines positives de Féquation 

o = (c + (i)p* -h 460' -h 2a. 

Les deux cubes G et G^ ont leurs arêtes tangentes à la sur- 
face, en leurs milieux, aux sommets de seconde espèce. 

Les sections de toute surface S4 par les plans de symétrie 
d'une espèce, ou par des plans parallèles à ceux-ci et équi- 
distant du centre, sont égales. 

27. — En rapportant les surfaces S^ à trois axes rectangu- 
laires, dont l'un OZ" (fig. 4) est la demi-diagonale OB du cube, 
l'autre OX" passe par le milieu d'un côté, le troisième OY' 
passe par un sommet de l'hexagone régulier section du cube 
directeur par le plan perpendiculaire en 0, à OB; on trouve 
que Féquation des surfaces S^ est 

(13) G = a + 2b{x'* + y"« -h z"*) 



2 



-(c + d){x'^ 4- y"^y -*- ^ (c + 2d)z"' -t- 2c(x"* + y"^)z"^ 



-f- l\/2{c - d)z"x"^ - 2v/2(c - d)x"y"^z\ 



3 

D'après cette équation, toute surface S4 adm^t huit sections 
circulaires concentriques à la surface, deux à deux perpendicu- 
laires aux quatre diagonales du cube directeur, quatre à quatre 
égales. 

Tout plan, perpendiculaire à une diagonale du cube direc- 
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leur, coupe la surface S^ selon uae courbe ayant pour axes do 
symétrie les intersections du plan sécant et des trois plans de 
symétrie passant par cette diagonale, c'est-à-dire trois axes 
qui sont les trois diamètres d'un hexagone régulier. Quand 




Fig. 4. 



la surface est représentée par Téquation (13), Taxe OX" est 
Tun de ses axes de symétrie ; les équations des deux autres 
sont ; 

y" = ± v/3aî\ 

Les intersections des quatre diagonales du cube directeur 
et d'une surface S^ sont les intersections de ces diagonales et 
de deux sphères concentriques à la surface, dont les rayons 
sont les racines positives de Téquation 

o = (c + 2d)p* -h 6ôp* + Za. 
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Cône asymptote concentrique. 

28. — Soient 

(14) œ = mzy y = nZy 

les équations d'une droite passant par rorigine. L'ordonnée z 
d'un point d'intersection de la droite et d'une surface S4 est 
donnée par l'équation 

(15) G = a H- 26(w* 4- n* + i)«* + [c(m* -h n* + 1) 

+ 2d(m*/i» 4- m* -H n»)]2*. 
La droite est asymptote à la surface pour tous les couples 
de valeurs de m et de n qui annulent le coefficient de z*. Par 
suite, l'équation 

(16) o = c{x* -h t/* -h z^) -h 2d(y*z^ + z^x^ 4- a;«y») 

est celle d'un côtie asymptote concentrique à une surface S^. Ce 
cône admet les neuf plans de symétrie et les neuf axes du 
cube directeur. 

L'intersection d*une surface S^ et de son cône asymptote 
concentrique est située sur la sphère représentée par 

(17) o = a + 2&(a?' + y* -h z^). 

29. — Lorsque c ef d sont de même signe j ou lorsque d est nul, 
le cône asymptote coacentriqvs est im^inaire. Lorsque c est nui, 
le cône asymptote concentrique se réduit aux trois axes de pre- 
mière espèce. 

Lorsque c et rf sont de signes contraires, on peut supposer 
que c est positif. On trouve les résultats suivants : 

Quand c est positif, le cône anymplote concentrique : 

1® est imaginaire si d > o, ou si o < — d < - ; 

2 

2® se réduit aux quatre diagonales du cube directeur 5f — d= - ; 

df^ est dit de première espèce, «f - <— d < c; 

2 

4** se décompose en quatre plans, perpendiculaires aux quatre 

diagonales du cube directeur, en son centre, si — d = c ; 

5^ est dit de seconde espèce st — d > c. 
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30. — Le cône asymptote concentrique, de première espèce, est 
formé de quatre cônes compagnons égaux, de même sommet, 
entourant les quatre diagonales du cube directeur, ayant 
chacun, pour plans de symétrie, les trois plans déterminés par 
la diagonale du cube intérieure au cône et, respectivement, par 
les trois axes de première espèce. 

Le cône asymptote concentrique, de seconde espèce, est formée 
de trois cônes compagnons égaux, de même sommet, ayant 
chacun, pour plans de symétrie, les trois plansdes coordonnées, 
et, pour axe de symétrie, Tun des trois axes de première espèce. 

(A suivre.) 



CONCOURS GENERAL 

DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES EN 1889 

^ Solution» par M. Rèzeau, conducteur des Ponts et Chaussées, 

à la Roche-sur-Yon. 



Étant donnés un cercle ayant pour centre le point et une 
parabole P, on considère toutes les coniques inscrites au quadri- 
latère formé par les tangentes communes au cercle et à la 
parabole P. 

Cela posé, on demande de trouver : 

/* (a) L'enveloppe des polaires A, du point 0, par rapport aux 
coniques C; (b) V enveloppe des tangentes T aux coniques C, telles 
que les normales au point de contact passent par le point 0; (c) 
Venveloppe des axes des coniques G. 

d^ Les lieux géométriques des pieds des perpendiculaires abais- 
sées, du point 0, sur les polaires A, sur les tangentes T et sur les 
axes des coniques G. 

1^ (a) Prenons, comme axes, deux droites rectangulaires, 
menées par le centre du cercle 0, l'un d'eux Ox, étant paral- 
lèle à Taxe de la parabole P. 

Soient R le rayon du cercle; (a, b) les coordonnées du som- 
met de la parabole P, dont le demi -paramètre est p. 

Les équations de et de P sont : 

a^* + y* — R* = o, 
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et {y — by — 2p{x — o) = o; 

ou j/' — 2px — 2by + 2ap + 6* = o; 

et, en coordonnées tangentielles homogènes: 

(0) R*(u« + v^) - w?» = o, 

(P) 2au* -h 2&ut; — pv* -h 2Uî<; = o. 

L'équalion générale des coniques C sera 
(p = 2au* 4- 2buv — pi;* + 2uw + X[R*(u* 4- v*) — w*] = o. 

L'équation de l'origine étant w = o, les coordonnées de la 
polaire de ce point sont déterminées par 

9^ = (2a ■+■ XR^}u -\- bv -\- w = o, 
<p; =z bu ■+- (XR2 — p)v = o. 

En éliminant >, on a Téquation tangentielle de Tenveloppe: 

(A) v^^ " «9; = o, 

ou b{u^ — V*) — (2a -r P)UV — VW = O, 

Tout d'abord, on voit que le lieu est une parabole P' dont la 
directrice passe par l'origine. 

En coordonnées cartésienne?, son équation est : 
[x — {2a •+• p)y — 4by -h 6* = o, 
ou [o? — (2a -h p)y -h {y — 26)* = î/*. 

Les coordonnées du foyer sont donc x = 2a -i- p, y = 2b, 
La directrice est l'axe Ox; elle est perpendiculaire à la direc- 
trice de la parabole P. Son paramètre est égal à 26. 

Remarque. -- L'équation de P' est indépendante de R ; donc, l'enve- 
loppe reste la même lorsque le rayon du cercle varie. 

Le paramètre de P' étant 2&, on voit ainsi que si le rayon du cercle O 
varie ainsi que la parabole P dans le plan de la figure, mais de façon à 
conserver toujours le même axe {y = b), l'enveloppe des polaires con- 
sidérées, par rapport à toutes les coniques G, sont des paraboles égales, de 
paramètre 26. 

(b) Soit UoX H- Voy + t4?o = o, l'équation d'une tangente à 
la conique C. L'équation du point de contact est : 

Celle de l'origine est t^ = o. 

La droite joignant ces deux points sera donc représentée par 

Elle sera perpendiculaire à la tangente, si Ton a : 

Uo %o 

r, + I = o; 
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c'est-à-dire 

(t) 6Mo* — (2a + p)UoVo — bv^ — VoWo = o. 

L'on a ainsi 

(2) 2aUo" -h 2bVoVo — pvo -f- 2UoVo •+■ X[R»(Mo' + Vo*) — w^o'] = o. 
L'équation tangentielle de l'enveloppe s'obtiendra donc en 

éliminant X entre les deux équations précédentes, où l'on fera 
ensuite i/o, Vo, ^o coordonnées courantes. L'équation (\) étant 
indépendante de ), représente le lieu. C'est la parabole (A) 
trouvée plus haut. 

Remarque. — LMquation (2) devient indépendante de X lorsque 
R*(m* h- v*) — w* = o. La conique G se réduit alors au cercle 0, qui est 
Tenveloppe cherchée. Ce résultat était évident a priorL 

Soient Wo, t?o, t^o les coordonnées d'un des axes. 
Il passe par le centre ç; on a donc 

(3) (fwo =0 on Uo — 'kWo = o. 
L'équation UoX + Voy -^Wo — o représentera un axe si la 

droite joignant son pôle au centre de G lui est perpendiculaire. 
Cette droite a pour équation : 

En exprimant la condition de perpendieularité, on a 

-, — h I = o. 

Les égalités (3), (4) donnent par élimination de X l'équation 
de l'enveloppe. Or, (4) est indépendante de X; le lieu n'est 
autre que celui qu'on a trouvé dans les deux premiers cas. 

Remarque. — L'équation (3) devient indépendante de X lorsque ti;« = o. 
L'axe passe alors par Forigine. La conique Gest le cercle et, dans ce cas, 
Tenveloppe des axes se réduit à Torigine i^ = o. Résultat évident a priori. 

Les diagonales du quadrilatère formé par les tangentes 
communes peuvent être considérées comme des coniques C 
(ellipses ou hyperboles infiniment aplaties), la parabole P'doit 
être inscrite au triangle formé par les trois diagonales de ce 
quadrilatère. 

Remarque. — Si Ton observe que le lieu des centres des coniques G est 
le lieu des points d'où Ton peut mener à la parabole P', deux tangentes 
rectangulaires, on voit que le lieu des contres des coniques G est la 
directrice de F, c'est-k-dire Taxe OX. 

D'autre part, on sait que le lieu des centres des coniques inscrites à 
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un quadrilatère est la droite qui joint les milieux des trois diagonales du 
quadrilatère (Th. de Newton). L'axe 0^ passe donc par les milieux des 
trois diagonales du quadrilatère formé par les tangentes communes. 

Cette propriété est encore vérifiée quand on fait varier les éléments de 
la figure, comme on Ta fait dans la première remarque. 

2<> Le lieu de ces points sera la polaire de Torigine, par rap- 
port à la parabole P'. Or, Torigine est un point de la directrice 
de P', donc le ]ieu sera une strophoïde. 




• 

L'équation de cette courbe s'obtiendra en éliminant w, v, w 

entre les équations : 

bu^ — (2a 4- p)uv — bv^ — vw = Of 

ux -h vy -h w = Oy 

vx — uy = G. 
On trouve facilement 

y{x^ + y^) -+■ bx^ — (2a + p)xy — by^ = o, 
La courbe correspondante est une strophoïde dont le nœud 
est à Torigine. 
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Son asymptote réelle a pour équation y = — é. La stro- 
phoïde passe par le point (o, b); car son équation peut 
s'écrire : 

(A) 2[xy + 6» - (2a 4- p)y] + y«(y - 6) = o. 

Cette courbe passe également par les sommets du quadrila- 
tère des tangentes communes; car on peut vérifier que Téqua- 
tion (Â.) représente le lieu de ces sommets, lorsque le rayon du 
cercle varie. 

Eq résumé la courbe est disposée, relativement à la figure 
donnée, comme l'indique la figure ci-dessus. 

Remarque. — On peut encore observer que cette strophoïde est le lieu 
des points de contact des tangentes T aux coniques G, que nous avons 
considérées plus haut. 
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Poui* montrer, au moins par un exemple, la richesse du livre de M. Ga- 
sey, je reproduirai ici Tél^^ante démonstration qull donne du théorème 
deFrobenius (*). 

On sait comment M. Darboux [**) a défini la puissance mutuelle de deux 
cercles tracés sur une sphère. 

Soient Gp, G^ ces deux cercles ; le produit des cosinus de leurs rayons 
sphériqueSf diminué du cosinus de Varc qui joint leurs centres sphériques 
représente leur puissance mutuelle. 

On le représente symboliquement par pq. 

Gela posé, le théorème de Frobenius s'énonce ainsi : Soient G^, G,,... G5 ; 
Gif, G^r,... Gsr, deux systèmes de cinq cerdes quelconques, tracés sur une 
même sphère; on a 



= G. 



Prenons trois axes rectangulaires quelconques, passant par le centre 
de la sphère considérée. Soient rr,, ^i, Zif les coordonnées du centre 
sphérique et r^ le rayon sphérique du cercle G^ ; et ainsi des autres. Si 

(*) D'après une note de M. Gasey, ce théorème est la base d'un mémoire 
de G. Frobenius, publié dans le Journal de Creïle, de 1875, et intitulé 
Anwendv/ngen der Deminantentheorie auf die Géométrie des Maasses ». 

(♦•) Annales de V École normale supérieure^ 2« série, 1. 1, 1872. 

JOURNAL de math. spbc. — 1889. 9. 
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O Xff yjf ^ir — cos r^, 



o xy Vsr ^y — cos ry 



nous multiplions les déterminants 

cosr, 

cos r, 

Zi cos r, 

cosr^ 

COSTj 

le premier élément du produit est 

X^Xit -h ViVlf H- «i^i' — cos Ti cos ffr. 

En supposant le rayon de la sphère égal à Tunité, on sait que 

^1^1' + yiVv -+- ^1*1' = cos G^OCif. 

On a donc 
XjXir + ViVir + %^%i, — cos r, cos r|r := cos GiOGir — cos Ti cos r|f = — 1 1 
etc. Le produit considéré étant manifestement nul, le théorème énoncé 
se trouve démontré. 

Malgré tout ce que nous avons dit du livre que nous analysons ici, nous 
n'aurions douDé, de ce traité, qu'une idée très incomplète, si nous nUn- 
sis tiens sur ce qui nous parait constituer le trait saillant, la nouveauté 
principale de cet ouvrage remarquable. 

M. Gasey a eu l'idée, excellente, d'introduire dans la Géométrie du 
triangle sphériquc les principes si féconds sur lesquels repose l'étude 
moderne de la Géométrie du triangle rectiligne. En France, aucun 
ouvrage classique (*) n'a encore osé dire un mot de cette science nouvelle 
qui, même limitée à ses parties les plus essentielles, fournit une mine 
inépuisable de théorèmes et dexercices. Peut-être, les éditeurs français, 
pour publier un ouvrage comme celui de M. Gasey, attendent-ils que ces 
vérités soient devenues classiques; pendant que les professeurs et les 
élèves, de leur côté, réclament le livre qui les leur fera connaître. Ge 
cercle vicieux n'est pas connu à l'étranger. Là, on commence par publier 
le livre qui est destiné à propager les idées nouvelles. 11 donne l'élan; et 
il est si vite et si bien adopté que les éditions se suivent sans interruption, 
pour le plus grand bien de la science, et... pour le plus grand profit 
des éditeurs. 

Pour montrer Textension des théorèmes récents de la Géométrie du 
triangle rectiligne, à la Géométrie sphérique, on me permettra de prendre 
l'exemple des points et des transversales réciproques (**). Les deux théo- 
rèmes que nous allons énoncer sont proposés à titres d'exercices (pp. 72 
et 73; ex. 6 et là); nous donnerons ici, pour chacun d'eux, la démon- 
stration simple qu'ils nous paraissent comporter. 

Théorème I. — Soit P un point pris sur la surface (Tune sphère à laqueUe 
appartient un triangle sphérique ABC. L'arc GP rencontre AB en G'. Soit C 
Visotomique (*•*) de G' \ l'arc GG" et les arcs analogues AA", BB'', concourent 
au même point P', réciproque de P. 



(*J La trigonométrie de M. Lalbalétrier, publiée depuis que cet article 
est écrit, fait pourtant exception à cette observation. 

(**) M. Gasey les appelle points et droites isolomiques, en adoptant la 
dénomination autrefois proposée par M. Neuberg. Je reprends ici les 
termes que j'ai employés dans le mémoire original et qui sont ordinai- 
rement usités. 

(•**) Nous rappelons que deux points G', G" sont isolomiques, sur une 
ligne AB, lorsque le milieu de G'G' coïncide avec le milieu de AB. 
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Considérons un angle yox; soit AB un arc ayant pour centre le point O. 
Si nous prenons sur AB, deux points G', G", isotomiques, les coordon- 
nées de G' étant a, ^; celles do G'^ sont p, a. 

D'après celte remarque, les pla is «OC, xOA.\ yOB' ; ZOG'^, XOA'', YOB" 
sont représentés respectivement par les équations 

B y a" 

y=-a?, ^=^2/, aî=:-;p^v, 

p Y ol" 

Si les trois premiers, comme nous le supposons, concourent suivant 
une droile, on a 

Or, cette relation prouve que les trois autres plans concourent sui- 
vant une droite ; le théorème énoncé se trouve ainsi établi. 

Théorème II. — Si trois poinU A', B', G', appartenant à un arc de grand 
cercle^ sont sitvés sur les côtés d'un triangle sphérique ABG; leurs isotomi- 
ques appartiennent à un second arc de grand cercle, réciproque du premier 

En effet, si les points A% B', G' dont les coordonnées sont représentées 
respectivement par 

a»P, o; o, p', y; a", o, y'' 
sont situés dans un plan passant par Torigine, on a 

a p o 
o P' y' = o, 

OU ap'y" — • Py «" = o« 

Or cette condition exprime que les points isotomiques A'', B'', G'^dont 
les coordonnées sont : 

P, a, o; o, y' P'; y" o «'''» 
sont situés dans un plan passant par l'origine Ainsi, les points A'', B'^, 
C appartiennent & un certain arc de grand cercle. G. L. 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

GONG OURS DE 1889 (•) 



Mathématiques élémentaires. 

On donne deux droites concourantes OA, OB, et un point P situé dans 
leur plan. 

1* Gonstruire, sur la droite OA, un point M tel que les deux cercles S 
et S' passant par les points P et M et tangents k la droite OB se coupent 
sous un angle donné a>. 

(*) Nous publierons, dans le prochain numéro les sujets relatifs aux 
compositions de Mécanique et d* Analyse. 
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2^ Étudier la variation de Tangle sous lequel se coupent les deux cer- 
cles S et S', quand le point M se déplace sur la droite OA. 

3* Soient Q et Q' les deux autres points d'intersection des cercles S 
et S' avec la droite OA; démontrer que le cercle circonscrit au trian- 
gle PQQ' est tangent à une droite qui reste fixe quand le point M décrit 
la droite OA. 

Mathématiques spéciales. 

On donne un cône du second degré G et deux quadriques A, A' inscrites 
à ce cône ; on considère une quadrique variable S inscrite au môme 
cône, en to a chant les quadriques données A et A', en des points varia- 
bles a et a'. 

l"* Démontrer que la droite aa' passe par un point fixe. 

2* Trouver le lieu de la droite d^intersection des plans tangents & la 
surface S, aux points a et a . 

S*» Démontrer que le lieu du pôle d'un plan fixe P par rapport à la sur- 
face S, se compose de deux quadriques bitangentes. 

4<> Trouver le lieu de la droite qui passe par les points de contact de 
ces deux quadriques, lorsque le plan P se déplace, en restant parallèle à 
un plan tangent au cône G. 



ECOLE POLYTECHNIQUE 

GONCOURS DE 1889 



Composition de Mathématiques. 

Étant donnés dans un plan deux axes rectangulaires ox et oy 
et deux séries de paraboles ; les unes P, de paramètre p, tan- 
gentes à oy, du côté des x positifs, et ayant leur axe parallèle à ox; 
les autres Q, de paramètre q, tangentes àoxydu côté des y positifs , 
dont raxe est parallèle à oy ; on demande : 

4^ Le lieu du centre d'un conique G qui se déplace sans changer de 
grandeur en passant constamment par les points communs à Vune 
des parabolcà P et à l'une des paraboles Q. 

2^ De démontrer que si Von associe une parabole P et une 
parabole Q de manière que la droite qui joint leurs foyers respec- 
tifs reste constamment parallèle à une direction donnée, la somme 
des angles que font les tangentes communes à ces deux paraboles 
avec un axe fixe, ox par exemple, demeure constante^ et de trouver 
dans ces conditions le lieu du point de rencontre des axes des 
deux paraboles. 
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3^ De placer une parabole P et une parabole Q de façon qu'elles 
aient trois points communs confondues en un seul et de calculer, 
pour cette position des deux courbes, les coordonnées de leurs 
points communs et le coefficient angulaire de leur tangente commune 
en ce point. 

4^ De démontrer que tout triangle circonscrit à la fois à tune 
quelconque des paraboles P età Vune quelconque des paraboles Q 
est inscrit dans une conique fixe, et de trouver Véquation de cette 
conique. 

Considérons deux paraboles P, Q appartenant aux réseaux 
indiqués. 

i^ Soient: a, Tabcisse du sommet de Q; ^, Tordonnée du 
sommet de P. Les équations de ces paraboles sont, respec- 
tivement, 

(P) (y - P)' - ^px = G, 

(Q) (a? - a)« - 2qy = o. 

La conique (G) est représentée par Téqualion 

{x — a)* + l{y — p)« — 2qy — 2plx = o, 
qu'on peut écrire ainsi 

(.X — a - pX)» + x(y — p — ^ = 2pXa-h 27p+p*X« +4-" 

Cette équation montre que (C) est toujours une conique à 
centre, résultat évident a priori (*). En transportant les axes 
au centre de (C), et en identifiant le résultat obtenu avec 

on a 
(Ij A = XB == 2pX(x + 2qp -h p*X* -h ^- 

A 

D'ailleurs, les coordonnées du centre vérifient les égalités : 
(2) aî = a-hpX, j^ = ph-?. 

Les équations (1) prouvent que X est une constante. En 
éliminant a, p entre (1) et (2), on a, pour représenter le lieu 

(*) Par quatre pointS) on De peut faire passer qae deux paraboles (P), (Q). 



206 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

des centres des coniques (G), 

2pAX + 2qy = A + p* A* H- "Y • 

A 

Ainsi le lieu des centres des coniques (C) est une droite. 
2® L'équation générale des tangentes A, à (P), est 

celle des tangentes à (Q) est 

X - (x,= ty -h ^^; 

6, / désignant des parallèles variables. En identifiant ces deux 
équations, on a 

« P a q 

Le paramètre 6, coefficient angulaire des droites A, est 
déterminé par Téquation 

(8) çô» + 2aô* H- 2^0 4- p = o. 

Si Ton pose ô = tg a, 

et si Ton désigne par ô^, 6a, 6, les racines de l'équation (3), 

on a 

2a p 

h ~ 

q q p — 2a 



tg («1 + «a + ag) = 



^ _ 2|| g - 2? 



q 

p 

Or, les coordonnées du foyer de P sont —, p; celles du foyer 
de Q, sont a, ~ • Par suite, le coefficient angulaire a, de la 

2 

droite passant par ces deux points, est 

(4) (X = = -i- — i . 

p p — 2a 

■=■ a 

2 

Finalement, on a donc 

tg («1 + «2 + as) = — H- 
Cette relation prouve que a^ -i- a, + aj est constant, si j* 

est lui-même invariable, comme on le suppose. 
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Quant au point de rencontre des axes des paraboles (P), (Q), 
d'après (4), il décrit la droite correspondant à Téquation 

fA(p - 2x) =z 2y - q. 

3® Soient Xoy t/o, les coordonnées du point R oh les paraboles 
P,Q ont un contact du second ordre. 

En transportant les axes en R, les équations des paraboles 
deviennent 

(5) Y« + 2Y{yo - p) = 2pX, 

(6) X« 4- 2X{Xo - a) = 2qY. 
avec les conditions ; 

0) (Vo - P)* = 2pXo, {Xo - a)« -=. 2qyo 

La tangente 8 à Torigine étant la même pour les deux courbes, 
on a 

(8) yu=l = -î- = u. 

p Xo — Oi 

Les équations (5), (6) s'écrivent alors 

Y* + 2puY -- 2pX = 0, 
wX" + 2çX — 2quY = 0. 
D'après cela, les droites allant de l'origine aux deux autres 
points communs sont représentées par 

gY» + pwX» = G. 
L'une d'elles, doit être confondue avec 8 ; donc 

u» = - 5^. 
P 
Les relations (7), (8), donnent finalement, 

a?o = ^ ypq* , Vo ={ V P*? • 

Quant à la tangente au point Xoy yo, elle est représentée par 

Y(yo -p)-pX = o; 
son coefficient angulaire est égal à 



P 



u y q 



4o Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes au 
point a, P; les formules de transformation sont 

a;-a = X, î/-p = Y, 
et les équations des courbes (P), (Q) sont alors 

Y* — 2pX — 2pa = 0, X» — 2}Y — 2gp = o. 
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Soient X', Y^les coordonnées d'un point I d'où parlent deux 
tangentes communes à (P) et à (Q). Le faisceau des tangentes, 
issues de I, peut être, indifféremment, représenté par Tune ou 
l'autre des équations 

(Y« - 2pX - 2pa)(r* - 2pT - 2pa) - (YY' 4- . .)* = o, 
(X« - 29Y - 29PXX'* - 2qY' - 2q^) - (XX' h- ...)« = o. 
En écrivant que les coefficients des termes en Y* et en X* 
sont proportionnels, on a 

2p(X' -4- g) _ p» 

q^ ""2g(Y' -«- p)' 

ou, en revenant aux anciens axes, 

^ 4 
Ainsi quand a, ^ varient d'une façon quelconque, le point I 
est toujours situé sur une hyperbole ayant pour asymptotes 

les axes ox^ oy et passant par le point ( - ^ — ] • 

N,'B, Nous avons reçu de M. Leinekugel ane solution géométrique des 
trois dernières parties, accompagnée de diverses remarques intéressantes 
que, faute de place, nous avons le regret de ne pouvoir insérer* 



EXERCICES ECRITS 



24. — On considère un ellipsoïde qui, rapporté à des axes 
rectangulaires, a pour équation : 

aj* îj' jï" 
a* b* c* 

1® On demande le lieu des pôles des plans P, qui coupent 
l'ellipsoïde suivant des ellipses, dont la somme des carrés des 
longueurs des axes est constante. 

2® On trouve comme lieu une surface de quatrième ordre. On 
mettra en évidence une infinité de quadriques inscrites dans 
cette surface et une infinité de tangentes doubles. 

(PAGès, élève au lycée de Montpellier.) 
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Note sur Texeroice 23. 

Soit ABGD le quadrilatère proposé. Prenons pour axes les droites OE 
OF, côtés du triangle rectangle isoscèle EOF, conjugué aux coniques 
considérées. En posant OE = OF = c, Téquation de ces coniques est 

(A) >a;>+iiî/« + P2 = (Psa; + î/ — c). 

L'hyperbole équilatère H, aux pieds des normales, correspondant à un 
point P (a, ^), est représentée par 

(a — x)i[Ly -f- P) — (p — y)[\x + P) = o. 

En identifiant cette expression avec la suivante 

\^^ + V-iV* 4- VjP" = o, 
on a six relations entre les paramètres X, {t, Xi, (Xp v^. Après avoir éliminé 
>i, Pi> vj, on trouve 

(1) XP = 3 — a + c, (la = a — p + c, 
et 

(2) (a — P)(2ap — ca — cp -h c*) = o. 
D'ailleurs, en exprimant que H passe par A {a, &), on a 

(3) (a — o)(|i6 + a + 6 — c) — (p — 6)(X o + a 4- & — c) =: o. 
^élimination de X et de (x entre (1) et (3), donne 

(4) ap(a— P)(2a-f-26 — c)— ap(a* — 6*)— a6(a»— p*)-ha6c(a— p).-=o. 
Abstraction faite des solutions singrilières, à Torigine et à rinfini, dans 

la direction de la bissectrice, on trouve, finalement, que les abcisses des 
points cherchés sont données par l'équation 

(5) 2a«A — 2ca(A 4- o» — 6*) -+- c»(A + a» — 6> = o, 
après avoir posé, pour abréger récriture, 

A = 2ac + 26c — 2ab — c*. 
2* Pour les deux autres points, les équations 

XP = p — a H- c, 
(la = a — P H- c, 
nous donnent X et (x. Alors on a facilement Téquation des coniques (c), en 
ayant recours à (A). 

3* Il y aura une infinité de points P, lorsque la cubique (7) se décom- 
sera en une droite (a — p — o), et une conique qui sera l'hyperbole 
équilatère (A); ou bien lorsque (5) sera identiquement niQle ; auquel cas, on a : 

A = o et a^±b. 
D'après cela, on peut exprimer a et & (coordonnées du point A) en 
fonction de c. 

Le lieu des centres des coniques (c), dans le premier cas, est constitué 
par deux hyperboles correspondant aux équations 

2xy 4- P(2P + c) = o, 
4xy H- P(3P H- c) = o. 
Dans le second cas, on trouve que le lieu est une parabole 

[x — y)* + c[x 4- y) = o. 
4* Coupons les coniques (c) par un cercle concentrique dont le carré 
du rayon soit égal à la demi-somme des carrés des longueurs des axes. 
Les coniques (c) ont alors pour équation 

X(a;» 4- y») 4- P» = o; (X = rf 

d'ailleurs le cercle sera représenté par 

\ X+2/ V X+2/ 2 \(X+ 2)»^ X + 2/ 
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L'élimination de X entre ces équations donne, pour le lieu demandé,une 
équation du quatrième degré : 

L(a? — yy -+■ 2CX -h 2cy — c*]« — 2c[x -h y)[{x — y^ -\- 2cx + 2cy — c" | 
-j- c*l*x -h y* -h (a? — yf -h 2CX -\- 2cy — c*] = o. 

Pour construire facilement la courbe correspondante, faisons tourner les 
axes, autour de rorigîne,d*un angle de45*. La nouvelle équation du lieu est: 

4Î/* -f- ct^(2x^2 — c) 4- c*a;* = o. 
Sous cette forme, la discussion de la courbe n*ofifre aucune difficulté. 

N.-B. — La solution précédente est de M. Pages, l'auteur des ques- 
tions t\ 24. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



7. — Trouver Véquation du plan osculaleur^ en un point M, 
d'tme courbe U. 

On peut définir le plan osgulateur en le considérant comme 
la position limite d'un plan P passant par le point considéré M 
et par deux autres points M', M'' de la courbe D, arbitraire^' 
nient choisis; W, W se rapprochant de M, indéfiniment. 

Pour que cette définition puisse être acceptée, il faut établir 
que cette limite existe, en général, et qu'elle est indépendante 
de la position des points M', M", pris sur la courbe; pourvu 
qu'ils se confondent avec M, à la limite. 

On peut toujours imaginer que les coordonnées d'un poin- 
mobile sur une courbe U sont des fonctions d'un paramètre 
variable t. Nous poserons, en conséquence, 

X = f{t), Y = <p(0, Z = |(f). 

Désignons par x, y, z ; a?i, y^, z^; x^, y^, ^, ; les coordonnées 
respectives despointsM, M', M". Le plan MM'M^a pour équation 

X Y Z I 
X y z 1 



x^ J/, «2 I 



= o, 



ou 



X - a? 


Y-y 


z -z 





X 


y 


z 


I 


X^ "~~ X 


yt-y 


z,-z 





ojji — a; 


y%-y 


Zf— z 






= o. 



Nous supposerons que le point M' a été obtenu en donnant 
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à ^ un accroissement d/ ; quant au point M", ses coordonnées 

correspondent à une valeur t -i- kdt du paramètre variable t; 

h désignant une quantité finie, arbitraire. 

La formule de Taylor (V. Alg. 2* éd.) donne 

d*x 
â?! — ar = flto H h . . . 

1.2 

dx, d^x, . . . désignant les difTérentielles successives de a?, 
correspondant à l'acroissement dt. 

Si l'on change t en t -h hdt^ les différentielles correspon- 
dantes sont multipliées, respectivement, par A, A*, etc. ; et Ton a 

I .2 



D'après cela, Téquation (1) devient 



dx 



X - a?, 

X 

d*x 



hdx + A* 



h 

I .2 

d^x 



1.2 



dy + 
. hdy 



Y -y, 

y 

d'y 



1.2 



dz -h 



Z - 2, 

z 
d*z 



o 
o 



1.2 



1.2 



. . . hdz A' 



d'z 



1.2 



= O 



En multipliant la troisième ligne par h, et en retranchant ce 
résultat de la quatrième, on a, finalement, à la limite 

X- X Y-y Z - z 

dx dy dz = o, 

d*x d'y d*z 

ou, si Ton veut introduire, explicitement, le paramètre /, 
X - f(t) Y - ç(0 Z - +(0 

m m ¥(0 =0. 
fit) 9'(o m 



QUESTION 128 

Solution par M. Paul Boorgarel, à Antibes. 



Étant donnés sept points dans un plan^ on fait passser par cinq 
d'entre eux une conique, et Von joint les deux autres par une 
droite qui rencontre la conique en deux points Aj, Aj. Opérant ainsi 
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sur tous les points successivement, on obtient quarante-deux points. 
Démontrer qu'il existe une courbe du sixièm^e degré passant par 
ces quarante-deux points, et ayant les sept points donnés pour 
points doubles. Trouver son équation. (Weill.) 

Chaque conique et la droite correspondante conslituenl une 
cubique passant par les sept points donnés, et les points A|,A, 
sont des points doubles de ces cubiques. Pour démontrer la 
proposition il nous suffira donc de démontrer que le lieu des 
points doubles des cubiques passant par sept points fixes est 
une courbe du sixième degré. 

Or, réquation générale des cubiques passant par sept points 
fixes peut évidemment se mettre sous la forme 

UH-XV-h îxW = o; 
U = o, V = o, W = o étant les équations de trois cubiques 
particulières passant par les sept points. On prendra pour ces 
cubiques des cubiques singulières formées par une conique 
et une droite. 

Gela posé le lieu des points doubles s'obtiendra en élimi- 
nant X, fA, V entre les trois équations : 

u; + xv; + ,xw; = o, 
u; + xv; -h fxw; = o, 
u; + xv; + jxw; = o. 



On obtient ainsi 



0) 



U' v 
U' v 

y V 






= o. 



u; v; 

Cette équation est du sixième degré. 

Démontrons maintenant que cette courbe admet les sept 
points donnés pour points doubles. A cette effet, observons 
que (1) peut s'écrire : 

U V W 

(2) u; v; w; =0. 

Cette forme de l'équation montre, tout d'abord, que le 
lieu passe parles points communs aux trois cubiques U = o, 
V = o, W = o ; c'est-à-dire, par les sept points donnés. 

Représentons par F(a?,j/,j) = o l'équation (2), et formons 
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F]j, FJç. On sait que la dérivée d'un déterminant est la somme 
des déterminants obtenus en remplaçant, successivement, 
dans le déterminant proposé, les éléments de chaque ligne 
par les dérivées de ces éléments. 
On obtient ainsi : 

u; V ^ 

Développons, et observons que U, V, W sont nuls, au point 
considéré : nous avons 

f;=u,{v;w;- v;w;)- v;(ux-u;w;)4. w;(DLv; - y;o;). 



u; V 


W 




u r, w 




U V w; 


u:, v; 


w; 


+ 


u; v:, w; 


+ 


u; v; w:, 


D" V' 


w. 




Ut v; Wy 




u' y w 

\Jy ' y '» yx 



OU 



f: = 



u; 

u; 



y. 

Y, 



Vy Wy 




Cedéterminant est nul. Ou verrait, de même, que Fy est nul ; 
ainsi, les sept points donnés sont au moins des points dou- 
bles de la courbe proposée. On peut ajouter que, en général, 
ils ne sont pas d'une multiplicité supérieure, car une courbe 
du sixième degré ne peut pas posséder sept points triples. 



Solution par 



QUESTION 167 

J. M. Berthon, élève de Mathématiques spéciales 
au Lycée de Lyon. 



Une conique étant définie par les points A, B, G, D, E (*) et une 
autre conique par les points A, B, F, G, H, construire, par la règle 
et le compas, les autres points d* intersection de ces deuœ coniques. 

(Amigues.) 

Pour fixer les idées, supposons que les deux coniques soient : 
Tune, une ellipse ; l'autre, une hyperbole. 

Je prends comme troisième conique le système des deux 
droites AD, BG; le théorème de Pascal me permet de trouver 
l'intersection de chacune de ces droites avec la conique définie 
par les cinq points ABFGH : elles coupent cette conique aux 



[*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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deux points L, M : les deux cordes CD, LM se coupent en 
Q ; la corde qui passe par les points d'interseclion cherchés, 
passe parle point Q(d'aprèsce théorème: lorsque trois œniques 
ont deux points communs, les trois autres cordes communes sont 
concourantes). 

Je prends un second système de deux droites AE, BG. Je 
détermine, comme précédemment, leurs intersections avec la 
conique ABFGH, en M, N. Les droites MN, EG se coupent 
en P; la corde qui joint les deux points cherchés passe par le 
point P; comme elle passe déjà par le point Q, c'est la droite 
PQ; on est donc ramené à chercher l'intersection d'une droite 
et d'une conique. 

Gonsidérons les points E et D comme les sommets de deux 
faisceaux homographiques dont nous avons trois couples (DA, 
EA) (DB, EB) (DG, EGj de rayons homologues : les points oh 
la droite PQ rencontre la conique sont les points doubles des 
deux divisions tracées sur la droite par les deux faisceaux. 
Le problème est ainsi ramené à construire les points doubles 
de deux divisions homographiques de même base et détermi- 
nées par trois couples de points homologues (a, o'), (6, 6') (P,Q). 

Solutions analogues par MM. Sylvestre Galle, élève au lycée de Gre- 
noble ; G. Leinekugel , élève au lycée de Douai. 



QUESTION 179 

isolation par M. J. Ghapron, à Bragelogne. 



On sait que le roi, aux échecs, ne peut se déplacer à chaque coup 
qu'en occupant l'une des huit cases voisines qui Ventourent. Cela 
posé, démontrer que les nombres des trajets différents que le roi peut 
effectuer sur un échiquier indéfini, pour se rendre d'une case donnée 
à une autre case donnée, par le nombre minimum de coups sont 
respectivement égaux aux coefficients du développement des puis- 
sances du trinôme (x* + x + i) (*). (Edouard Luca?.) 

(*) Dans la figure qui accompagne cette solution, les nombres placés 
sur chaque case indiquent le nombre de trajets nécessaires pour y par- 
venir, en partant de la case centrale et en effectuant le minimum de coups. 
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Décomposons l'échiquier en carrés concentriques dont le 
premier soit la case de départ; désignons çdiT première bande 
les huit cases qui entou- 
rent le premier carré, 
par deuxième bande les 
seize cases qui entou- 
rent le second carré, etc. 
Le nombre minimum de 
coups, pour parvenir à 
la n*^"»® bande, est n. Cela 
posé, partons de la case 
siiuée au coin supérieur 
de droite, descendons le 
long de cette bande, et 
numérotons 1,2, 3... les 
cases successivemen t 
rencontrées. Les nom- 
bres de trajets correspondant à ces cases seront les coefficients 
de(aî'4-aîH-i)\ Vérifions que si la loi est vraie pour la (n — r)*-* 
bande, elle Test pour la suivante. Pour se rendre à la case i 
de la n'^™® bande, il faut que Tavant-dernière case parcourue 
se trouve dans la (n— i)® bande (car autrement Ton aurait 
déjà effectué au moins n déplacements), et de plus soit conti- 
guë à la case d'arrivée ; c'est donc la case i de la (n — i)® 
bande. De môme, pour parvenir à la case 2, il a fallu passer 
en dernier lieu, par les cases i ou 2 de la bande précédente; 
pour la case 3 de la bande considérée, par les cases i, 2 ou 
3 de la (n — 1)%...^ et en général par les cases;) — 2, p — i 
oup de la(n — i)* bande, pour se rendreà la p^^'^^case delan*^"*^. 

Ainsi, les nombres cherchés, dans la n*^"*® bande, pour les 
cases I, 2, 3,... p, seront: le nombre correspondant à la case i 
de la (n — i)®, la somme des nombres correspondant aux cases 
I et 2 de la (n — i)®, la somme des nombres correspondant aux 
cases I, 2, 3 de la (n — i)® bande..., et la somme des nombres 
affectés aux cases p — 2, p — i, p de la (n — lY bande, c'est- 
à-dire le i^% le 2% le 3^... le p***»* coefficient de (x* -h a? ■+- i)*». 

Or la loi est évidemment vraie | our la i'® bande; le théo- 
rème est donc démontré. 
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QUESTION 202 

Solution par M. Roiix, élève au Lycée de Grenoble. 



On donne une ellipse fixe de foyers F et F'. Une parabole dont le 
foyer est F est tangente à V ellipse. Lieu du sommet S de cette para- 
bole, quand elle se déforme. (Bordàge.) 

Soit M le point oii la parabole considérée P touche l'ellipse 
donnée. MF 'est un diamètre de P ; le sommet S se trouve donc 
situé sur une droite menée par F, parallèlement à MF'. Tra- 
çons la tangente MT, et projetons F, en B, sur MT; ce point B 
appartient à la tangente au sommet. En d'autres termes l'an- 
gle FSB est droit. On sait aussi que OB est parallèle à MF", 
Tangle SBO est donc droit. D'après cela, si Ton considère le 
cercle décrit sur le grand axe de Tellipse comme diamètre, le 
lieu du point S peut être regardé comme la polaire du foyer 
F, relativement à ce cercle; ce lieu est un limaçon de Pascal. 

Solutions semblables par MM. Leinekugel, du lycée de Douai ; Henri 
Seauve, du lycée de Grenoble; A. Favcry, du lycée de Montpellier; L. Del- 
bonry, maître répétiteur à Agen. 



QUESTION PROPOSEE 

272. — On donne deux ellipses concentriques et homothé- 
tiques. En un point quelconque M, de l'ellipse intérieure, on 
mène la normale qui rencontre les axes en P, Q; on trace 
aussi la tangente qui coupe l'ellipse extérieure en R, S. 
Démontrer que les angles PRQ, PSQ sont invariables. 

(L. Neuberg.) 



Erratum. — Les questions proposées dans le numéro de juillet doivent 
porter les numéros 270, 271. Elles ont, par erreur, été numérotées 327, 328. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IMPRIMBRIB CBIITRALB DBS CHEMINS DB FBR. — IMPRIMBRIB GHIIX. 
RUB BBPOiRB, SO, PARIS. — 18636-8-9. 
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SUR LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION 

DU TROISIÈME DEGRE 

Par M. Mangeot, professeur de mathématiques spéciales 

au Lycée de Troyes. 



Pour résoudre algébriquement Téquation du troisième degré 

(1; x^ -h px -^ q = G, 

dans laquelle les coefficients p et g sont réels ou imaginaires, 
et différents de zéro, on peut poser 



P 
X = a^ + - ; 



et Ton a 



Uh^ + ^ "+■ 5') + (3**P "^ P)(^^ + - j = o. 

Cette équation sera vérifiée si Ton assujettit les trois indé- 
termiaées a, p, 3, aux conditions suivantes : 

S 

3olP -4- P = o, Z^ = -y a»p + f>*x -h 7 = 0. 

CL 



On en déduit 



^ ... '' - = ^!. 



^3 P 



Soient 



-W-&' -i^y©" 



3 



' = Tp-py[v^W' '=Tp-'pV[v^KV' 



les deux racines de 



X«-^X-?==o. 
P 3 



L'équation (i) aura trois racines, correspondant à la formule 
(2) .: = ay/- 



^\ 
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que l'on peut écrire (*) 

3,— _2L '/ P~- P 



05 = y/a*b + 37=? = 



ib »/ — T 
5î5 = V "3"" 



V ■" 3^ 



ou 

1C 



-' 7- 1 Vo'- (I)'- V "U^-' 

Remarque. — Pour que deux des trois racines x soient 
égales, il faut et il suffit qu'en désignant par c, c', c"; les trois 

valeurs de V - > on ait la relation : 
V a 

h , b 
ac + - =zac -\ — ; • 
c c 

Celle-ci donne, successivement : 

6 6 6- 
ce =-j — ; = - ' c = I . 
a ac a . 

La condition est donc a = by c'est-à-dire (- ) + (â) ~ ^• 

3q 
Pour a = 6 = — > la formule (2) donne 

30^ 3q 

X = -=-f puis a? = -: 

p 2p 

la seconde de ces quantités est la racine double. 



n 



c„..„......^...^...n„.(/..| 



(*•) La formule 

3 /— 



(b=z b\/ --4 doit définir aussi des solutions de réquation (1). Mais 

elles sont les mêmes que les précédentes, parce que les trois valeurs de 
4 / - sont les inverses de celles de u- . AprioH, il devait en être ainsi} 

une équation de degré m» n'avant que m racines. 
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■ ■■■■ ■ ■ ■■■ ■ I I » ■■! ■ ■—— ^^^^^^^ . Il 

SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Pdr M. Ernest liebon, 

Professeur de mathématiques au lycée Charlemagae. 

{Suite, voir p. 193.) 



Cylindres asymptotes. 

31 . — Quand -- 2(1 = c, e^ que heto, sont de signes contraires, 
la surface S^ a quatre cylindres asymptotes de révolution, égaux^ 
ayant chacun, pour axe, une diagonale du cube directeur, et ayant, 
avec la surface un contact du second ordre. 

Il existe, sur chaque cylindre asymptote, six génératrices 
ayant un contact du troisième ordre avec la surface S* ; pour 
le cylindre asymptote correspondant à l'équation 

= 6 + c{x"^ + îy"»), 
les six droites sont données par les trois plans, correspondant 
aux équations : 

x" = o, X" = ± v/3 y". 
Ces génératrices sont sur la surface S4, lorsque 76* = 400. 

32. — Quand c est nul et que h et à sont de signes contraires, 
la surface S^ admet trois cylindres asymptotes de révolution autour 
des trois axes de première espèce. 

Cône circonscrit concentrique. 

33. — Tirant de Féquation (15) la valeur de ^S on trouve 
sous le radical une fonction de m et de n; (n égalant cette 
fonction à zéro, en y remplaçant m et n par leurs valeurs tirées 
des équations (14), on obtient Téquation suivante d'un cône 
circonscrit, concentrique à une surface S^ : 
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(18) o = (6^ - ac)ix' + y' + z') 

-+- 2(6* — ad)(yH* -f- z^x^ + a;y); 
co cône a les mêmes axes et les mêmes plans de symétrie que 
la surface S^. 

34. — Lorsque le binôme 6* — ac est positif, la discussion 
de réquation (18) est la même que celle de Féquation (16), et 
on trouve : l^ un cône circonscrit concentriquej de première es- 
pèce, formé de quatre cônes compagnons égaux, de même som- 
met, entourant les diagonales du cube directeur; 2® un cône 
circonscrit concentrique, de seconde espèce, forme de trois cônes 
compagnons égaux, de même sommet, ayant chacun pour axe 
de symétrie Tun des trois axes de première espèce. 

Quand b* ~ ac > o, le cône circonscrit concentrique: 
y® est imaginaire, si Ion ah^ > -^^ — ; 

2^ se réduit aux quatre diagonales du cube directeur, si 

a(c-h2d) ^ 

3 

.V. , 'x X -n a(c + 2d) ,„ a(c-+-d) 
S^est de première espèce, si Ion a > b* > ; 

4^ se décompose en quatre plans, respectivement perpendiculaii'cs 

aux diagonales du cube directeur, en son centre, si b* = — ^^ ; 

O® est de seconde espèce, si l on suppose b* < • 

Quand b* — ac i= o, le cône circonscrit concentrique se ré- 
duit aux trois axes de symétrie, de première espèce. 

Lorsque le binôme 6* — ac est négatif; on revient au cas où 
il est positif, en changeant les signes do réquation(l8). Il faut 
alors remplacer, dans renoncé précédent: < par > et > par < 

Cylindre circonscrit. 

35. — Si l'on ordonne Téquation (5) par rapport à y, on a 
une équation bicarrée, et Ton trouve qu'iV y a deux cylindres 
circonscrits à une surface S ^ et parallèles à un axe de symétrie, de 
première espèce ;Y\jji est tangent, selon la section par un plan 
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de symétrie de première espèce ; l'autre esibitangent. Les traces 
de ces cylindres, sur le plan de symétrie qui leur est perpen- 
diculaire, forment les contours apparents de la surface sur ce 
plan. 

Classification. 

36. — La nature du cône asymptote concentrique et des 
cylindres asymptotes des surfaces S4 conduil à les diviser en 
huit groupes. 

Groupe I : Surfaces S^ dont le cône asymptote concentrique 
se réduit aux trois axes de première espèce : 

6^0, c = o, rf > o. 

Groupe II: Surfaces S4 douées de trois cylindres asymptotes, 
de révolution autour des trois axes de première espèce : 

6 < o, c = G, d > o. 

Groupe III: Surfaces 84 dénuées de cône asymptote concen- 
trique : 

d < o, 

d — o, 
> o { 

I— d <_. 

2 

Groupe IV : Surfaces S4 dont le cône as^ymptote, concentri- 
que, se réduit aux quatre diagonales du cube directeur : 

, c > o, — d = -• 

6 = 0) 2 

Groupe V : Surfaces S^ ayant quatre cylindres asymptotes, 
de révolution autour des quatre diagonales du cube directeur : 

» , c 

o<o, c>o, — d = — • 

2 

Groupe VI : Surfaces S^ ayant un cône asymptote, de pre- 
mière espèce : 

c 
c > o, - < — d < c. 
2 

Groupe VU : Surfaces S4 dont le cône asymptote, concentri 
que, se décompose en quatre plaus perpendiculaires aux quatre 
diagonales du cube directeur : 

c > o , —(1=^0, 
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Groupe VIIl : Surfaces S4 ayant un cône asymptote de 
seconde espèce : 

c > o , — d > c. 

Pour former ces huit groupes, nous n'avons pas tenu compte 
du coefficient a. Or, la sphère (17) est réelle lorsque a et 6 ont 
des signes différents; elle est imaginaire lorsque a et 6 ont le 
môme signe ou que a est nul. Le cône asymptote concentrique 
coupant la surface S^ selon une courbe située sur cette sphère, 
les propriétés d'une surface S^ dépendent des conditions de 
réalité du cône et de la sphère concentriques ; on est donc 
amené à former des classes de surfaces en associant les condi- 
tions des huit groupes avec chacune des huit conditions sui- 
vantes : 

a>o] a > o \ a > o ] 

a = o>6<o; |6~o; a = o>6>o. 

a < o) a<o) a < o) 

Lorsque c = o, on peut supposer que d est positif. Lorsque 
c ^f: o, on peut supposer que c est positif. Ces hypothèses étant 
admises, on obtient quarante-neuf classes de surfaces S^y en 
exceptant celles qui sont évidemment imaginaires. 

En prenant, pour fondement de la division des classes en 

genres sur la nature ducône circonscrit concentrique, nous 

avons trouvé cent quatorze genres. 

(A suivre.) 



QUESTIONS D'EXAMEN 



8- — Condition pour que la courbe correspondant aux équations : 
(A) X =: fit), Y == (p(/), Z = ^(t). 

soit plane. 

Considérons uoe courbe U, et supposons que les coordonnées 
de ses différents points se calculent par les formules (A). 

Pour que le point (X, Y, Z), mobile quand / varie, soit situé 
dans un plan fixe, il est nécessaire et suffisant que Ton ait 

a/(0 -h B9(0 + C'KO +0 = 0, 
quel que soit t. 
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L'identité précédente donne 

Ar(0 + B?'(0 + Cf (<)=:o, 

kf"{t) +B<p''(0 + G|''(0 = o, 

kf"'{t) +B/'(0 +Gf"(<)=:o. 

On a donc, comme condition nécessaire, 

f'{t) ç'(0 f(0 

fit) /(O +"(0 =0. 

Réciproquement y si cette identité est vérifiée, la courbe con- 
sidérée est plane. 
En effet, la relation précédente prouve que Ton a 

(1) . xno + f^?'(o + Vf (0 = 0, 

(2) -kflt) + (.9'(0 + vl'CO = o, 

(3) . Àno+i*?"'(')+vrw = o, 

pour des valeurs de X, fx, v, qui ne sont pas toutes nulles. Soit 
V 7^ o. La relation 

(J)r(') + Oî'(<) + VU) = o. 

différentiée par rapport à t, donne 

C)V(o + (^)V(o + (^)fv) + (^)?'(o + m = o; 

ou, en tenant compte de (2), 
(4) (J)>(0 + (^)V(0 = o. 

On trouve, de même, en différentiant (2); 

(S) (^)'r{t) + g)V(«) = o. 

Les relations (4) et (5) donnent 

,6, O' = o, (9'=<„ 

si Ton n'a pas /"'cp" — cp'/*" ~ o. 

Supposons donc, d'abord. 

Dans ce cas, les égalités (6) prouvent que— et — sont des 

constantes; en désignant la première par », l'autre par p, la 
relation (\) s'écrit : 

On a donc af{t) -h p<p(0 + |(0 = const. ; 
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et cette égalité prouve que le point X, Y, Z est mobile dans 
un plan fixe, correspondant à l'équation 

aX H- pY + Z = const. 
Revenons maintenant à Thypothèse particulière : 

/ ? - ?/ = o- 
On peut récrire ainsi : 

/_ _ ? , 

f ? 

En intégrant, il vient L/' = LKcp', 
ou /' = K<p'; 

et; en intégrant de nouveau, 

f=K^-h K'. 

.Finalement, on a 

X :== KY + K'. 
Ainsi, le point est mobile dans le plan qui correspond à 
cette équation. 



AGRÉGATION (*) (Concours de 1889.) 



Composition sur r Analyse et ses applications géométriques. 

Théorie. — Exposer le principe de la méthode donnée par Laplace 
pour rintégration de Téquation (Ë) aux dérivées partielles : 
„, à^z dz . dz 

daxty dx by 
où a, by c, désignent des fonctions quelconques de x et de y. 

On définira les fonctions h et k des coefficiehts a, 6, c, qui ont été 
appelés invariants, ei Ton justifiera cette dénomination; enfin on établira 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la suite de Laplace se 
termine dans les deux sens. 

Application. — Soient hei k les invariants de Téquation aux dérivées 
partielles (E), et hiy /Ci, les invariants de l'équation {Ei]f obtenue en appli-< 
quant la métiiode de Laplace. 

Trouver les formes que doivent avoir les invariants heik pour que l'on 
ait les deux relations : 

/i, =1 Uiy kx=. mky 

l et m étant des constantes. 

Déterminer les formes que prennent, dans ces conditions, les coeffi- 
cients o, 6, c, de Téquation (E). 

Voyez, p. 203, les énoncés des autres questions. 
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Composition de Mécanique rationnelle. 

On donne une surface S, dont l'équation, par rapport à trois axes rec- 
tangulaires ox, oyf 0%, est 

e désignant la base des logarithmes népériens. 

Un point matériel M, dont on prend la masse pour unité, est assujetti à 
se mouvoir sur la surface S ; il est/en outre, soumis à Faction de forces 
extérieures données. 

La surface S tourne, avec une vitesse angulaire constante a>, autour de 
la droite OA dont les équations, par rapport aux axes oor, oy, o%y sont 

!• Former les équations diU'érentielles qui définissent le mouvement 
relatif du point M sur la surface mobile S ; 

2« Calculer la réaction N de cette surface; 

3<» Étudier ce mouvement relatif, en supposant le point M attiré vers le 
point O par une force F proportionnelle à la distance MO, et vers le plan 
P, mené par le point O perpendiculairement à la droite OA, par une 
force Fi proportionnelle à la distance Mw du point M à ce plan P. 

Les intensités des forces F et Fi, à Tunité de distance, ont respective- 
ment pour valeur (o* et 3(0 . 

A Torigine du temps, le mobile M se trouve au point ayant pour coor- 
données 

a? = 1/ = o, J5 := I . 

De plus, au même instant, 

dx 20) dy 2a) 



EXERCICES ECRITS 



25. — On considère les trois ellipses qui touchent deux 
côtés d'un triangle ABC, aux extrémités du troisième, et qui 
passent, en outre, par le centre de gravité. On propose : 

1® D'étudier Tintersection de ces ellipses avec le cercle cir- 
conscrit au triangle ABC. 

2® De démontrer que si Ton prend, sur chaque ellipse, un point 
tel que les tangentes en ces points forment un triangle homo- 
logique à ABC ; le triangle des points de contact est aussi homo- 
logique à ABC. (Balitrand.) 

Notes sur l'exerce 24. 

Soit 

(P) uoj + vy 4- t/;z — p = o, 

Téquation du plan P. Coupons reliipsoïde par ce plan et formons Téqua- 
tion aux carrés des longueurs des axes de la section. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — • 1889* 10. 
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On sait que Téquation aux carrés des longueurs des demi- axes de la 

section, déterminée par le plan centraf F, parallèle à P, est 

aW 6*t;« c*v^ 

-h -:; : = o. 



a* — p* fc* — p" c" — p* 
Les sections faites dans rellipsolde, par les deux plans dont les expia- 
tions sont : 

ux +vy + w%=io et ux-\-vy-^wz — P = o, 

sont homothétiques : calculons le rapport d'homothéthie. 

Pour cela, changeons d^axes, et rapportons Tellipsoide à trois diamètres 
conjugués ; dont deux seront les axes de la section par P' et le troi- 
sième le diamètre conjugué OB. 
Soit A le point où OB rencontre P. 
Posons : OB = d, OA = /. 

L'ellipsoïde a alors pour équation : 

X« y« z« 



T^+7i + 



Jft 



I = o. 



p- p - p' 

Faisons Z = / ; les carrés des longueurs des demi-axes de la section 

sont, dans ce cas : 

p'« p''« 



'-Si '-S 

p', p", représentent les longueurs des demi-axes de la section centrale. Le 
rapport d^homothéthie est alors : 

Or,ona t=^^; 

OD étant la perpendiculaire abaissée sur le plan tangent Q, parallèle à P. 
De là, nous concluons t 

/* p> a>w* + 6*y* -f- chv* — p* 

Si pi désigne la longueur d'un axe de la nouvelle section, et p celle de 
l'axe correspondant dans la section centrale, on a : 

p'2 _ a^u'^ -h &V -h c^u)^ — p* 
p* "" a*M* + 6*y* -h chu* 
Alors Téquation en p, qui était . 

p*(a«M* 'hbhi^-\- c^u^) — p>[a«w*(6> 4- c«) 4- 6V(a> + c>) -H c^tv^a* 4- 6*)J 

+ a«6«c>(M> + V* + w*] = o, 
devient 

^ (a^u'^ 4- b'^yl^ 4- d^w*)^ ^ ahi* 4- fc't?* 4- (^w* 

^* (a>w« 4- fe*v* 4- c*m;* — p*)* "" ^* a*ti« 4- &*(;> 4- cHci^ — p* 
[a>w»(6« 4- c«) 4- &V(a'» 4- c«) 4- c>u;>(o« 4- 6*)] 4- o"&«c*(w>4- 1^*4- w*) = o. 
Si nous écrivons que la somme des carrés des longueurs des axes 
est constante, nous avons 

\àW{b* 4- c'I 4- h*ti^{a* 4- c') 4- thv\a* 4- h'^)'\[aW 4- 6^1;^ 4- c^w' — ^) _v<, 

{aW 4- 6*tJ* 4- c»m;>)> "" * 

D'ailleurs, si o;', y\ z\ sont les coordonnées du pôledu plan P, représenté 
par MX 4- vi/ 4- W3 — p = o, 
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on a 

^ ^ £_ 

a ^ _ c I 

au \a} CM) p 
Éliminant u, v^ w, d entre ces relations et la précédente, on a Téqua- 
tion du lieu demandé : 

(x^ 1/* »* \r X* V* 

^.+?5 + ^, - ,)|^l6.+c«)- + (a' + c«)^ + (a« + f). 

03* 1/* z^ 

2» Posons + ^ ^. I :=: E (A) 



..a 



(6* + c») ^1 + (a* + c«) ^ + (a« + 6>) ^5^* s: G : (B) 

il vient, pour Téquation du lieu 

CE — K*(E+ i)> = o. 
Il est évident que cette surface est Tenveloppe des quadriques repré- 
sentées par réquation 

(2) X'.E — 2K.X[E 4- i) + G = o. 

Toutes les génératrices des quadriques (2), qui couperont la surface (1) 
suivant deux courbes planes, seront des tangentes doubles de cette 
surface. 

La courbe d'intersection est sur la surface représentée par 

XE 4- KIE + i) o, 
ou 

(3) E = - ^. (C) 

Elle est aussi sur la quadrique dont Téquation est 

G=2KX(E+i) — X*E. 
Les identtiés (A), (B), prouvent que cette équation peut s^écrire sous 

(a* + 6» 4- cî)é — S = 2KX(E + I j — X*E, 
S désignant le premier membre de Téquation de la sphère de Mongc. 

On a donc S = E(a« H- 6« + c« — 2KX + X") — 2KX; 
ou, d'après (C), 

(4) S = - =r^ (a* + 6« + C» — 2KX + X'^) — 2KX. 

K + X 

Nous vo^'ons déjà que la courbe dUntersection est une courbe sphé- 
rique; et, si nous écrivons qu'elle se décompose, nous aurons deux 
cercles. Formons donc Téquation du cône qui passe par l'intersection 
de (3) et (4), et exprimons quMl se décompose en un système de doux plans : 
nous aurons, par là, les valeurs de X donnant les quadriques dont les 
génératrices sont des tangentes doubles. On trouve 

puis 

, . , _ (K4- l)[a^ 4- h^-hc^) -K(o' + y+c^- 2KX~X')-2KX1K-I-X) 
X -hy -\- s — \-\-k ' 

J bien a?» 4- !/* + a* = —■ r rr — • 

X 4~ xL 
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L'éoniation du cône est donc 

^ tf» £ __ X (a^ 4- y'H-g»)tX+K) __ a?» 4- y» + g' 

a» 6> c« ~ X + K X(a» + 6* -h e^ — XK) "" a> + 6« + c>— Kx' 
ou 

'a«4-6*-»-c«— KX \ /a*4-6*+c>— KX 



/a«4-&»-»-c»— KX \ /a*-|-6«+c»— KX \ 

^\ — sï -^ n — ï^ V 



Le cône se réduit à deux plans, pour trois valeurs de X : 

_ y + c' _ o» 4- c' _ o' + 6' 

Nous aurons alors trois surfaces du deuxième degré correspondantes, 
et par suite six familles de droites qui sont des tangentes doubles. 

JV.-B. — Cette solution est de M. Pages. 



QUESTION 84 (Année 1883). 

IRk>lntioii par M. Paul Bourgarbl, à Antibes. 



On donne une ellipse ayant pour foye7's F, F', et un point P(a,p). 
Par le point P, on mène les tangentes PM et PM' à la courbe, puis 
on mène les normales en M. et M', Ces normales coupent PF, PF' 
aux points k, B, G, D. Le quadrilatère ÂBGD, ainsi obtenu, est 
inscriptible. 

4^ Trouver V équation du cercle circonscrit (G). 

2® A chaque point P correspond un cercle (G). On mène, à l'un de 

Fm 
ces cercles y les tangentes Fm, F'm'. Calculer le rapport =7—7 • 

3** Qu^ devient le cercle (G) quand le point P décrit le cercle 
circonscrit à r ellipse ? Quand il décrit le cercle de rayon v/a*+b*, 
a e^ b étant les demi-axes de la courbe ? 

49 Trouver le lieu géométrique des points P, pour lesquels le cercle 
(G) passe par un point donné ; cas oi$ le point est Vun des foyers r 

5^ Trouver Cenveloppe des cercles (G), quand le point P décrit 
Vune des tangentes aux extrémités du grand axe. (X. Â.) 

I. — Soit 

a'i/' + ô'iB" — o'é" = o. 

réguation de rellipse, rapportée à ses axes. 
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Désignons par Q(a?o, y©) 1^ point de rencontre des normales 
en M et M'. Les coordonnées du point Q sont données par les 
formules connues 

__ ^ C^ajp^ - 6«) _ c«|5(a« - g») 

Cela posé, formons Téquation du faisceau des droites QM 
et QM'. Ces droites sont perpendiculaires aux tangentes à 
l'ellipse, issues du point P. 

Or, l'équation du faisceau des directions des droites PM , 
PM' est : 

(b^ax + a»pj/)» - (6«cc« + a*î/»)(6«a« 4- a^p^ - a«6») = o; 
ou, en simplifiant : 

(a* — a')y» — 2apajy 4- (p» — b^)x'^ = o. 
Il résulte, de cette équation, que les directions des droites 
QM, QM' sont données par l'équation : 

(p« — 6»)^a + 2apa?î/ + (a* — a^)x* = o. 
Donc l'équation du faisceau des droites QM, QM' est : 

Formons maintenant l'équation du faisceau des droites PF, 
PF'. Cette équation a la forme : 

k{x - a)« + 2B(a; - a)(!/ - p) -h C(y - p)» = o. 

En exprimant que les droites représentées par cette équa- 
tion passent en F et F', on obtient sans difficulté, pour l'équa- 
tion de ce faisceau : 

Ajoutons les équations (1) et (2) membre à membre: nous 
obtenons l'équalion d'une conique passant par les points A, 
B, C, D. Or, la considération des équations (1) et (2) montre 
que cette conique est un cercle. Donc le quadrilatère ABCD 
est inscriptible, et l'équation du cercle circonscrit est : 

( (&" - à%y - yo)* + (^' - c')(y - p)' 

(3) (c) j -h 2ap(a; - x.){y - yo) - 2ap(a; - a)(y - p) 

( -h (a« — a^){x - a?o)' + p^(x - a)* = o; 
ou, en ordonnant : 

{x* + y») (a» -4- p* — a») — 2[apyo + x^{o^^ — a*)]x 

(4) ] - 2[apa?o + yo(P* - 6*) - Pc% + ^[a* - o') + sapaJo^o 
+ 2^o(P' - b') - p*c« = o. 
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Si nous remplaçons x^ et t/o psr leurs valeurs, nous avons 

2a6»c«(a* — a») 



(^* 4- y)(«' + p» - a.) - -ji^irV^ 



2 



il IL 1 4_Êc* 



y )£ L i_ û«c*= O. 



II. — Calculons le rapport des tangentes issues des points F, 

F'. Le rapport ^ est égal au- rapport des résultats de 

FW 

substitution des coordonnées des points F, F', dans l'équa- 
tion (5). Ainsi 



C«(a» - a«) - 



SAS 



Fm' _ ' ' 6^a' + g^t^» 6«a^ + a'p 

ou, en simplifiant : 

Fin* _ 6^a« 4- a'P' - c'(^^ - b^) - 2a6'c 
f^ ~ 6«a« + a»p - c»(p« - 6«) + 2a6«c'' 

ou enfin: 

Fm^ _ g» + ^' + c' - 2ac _ (g - c)« + ^' __ PF^ 



F'm'^ g« + p* + c« + 2gc (g + c)« + ^« PF'^ 

Fm PF 

Donc : =--7 = TTE^ • 

F m PF 

III. — Si le point P décrit le cercle circonscrit à l'ellipse, 
on a g* + p" -- a* = o. 

Le cercle (G) se réduit alors à la droite ayant pour équa- 
tion : 

2g6*a; + 2p(a« + c^)y — 6^(a' + c«) = o. 

Ce résultat pouvait être prévu. En effet, lorsque le point P 
est sur le cercle principal de l'ellipse, les normales en M et M' 
sont respectivement parallèles à l'une des droites PF, PF'. 
Donc deux des points A, B, C, D sont rejetés à l'infini. 

Supposons maintenant que le point P soit sur le cercle repré- 
senté par 

a;» 4- j/» = flî + c*. 

Nous avons : g« -4- ^« = a* + 6'. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 231 

Pour voir facilement ce que devient le cercle (G), prenons 
son équation sous la forme (4), et remarquons, auparavant, que 
dans le cas actnel on a, entre a, ô, Xq, y^ la relation simple : 

Au moyen de cette relation, Téquation (4) s'écrit ainsi : 
(ac* H- y«)(a« + p - a*) - 3Xoa?(a» 4- f* - a'^) 
- 2[yo(a* + p* - 6») - Pc^</ + aPo*(«.* + p« - a*) 
+ yo" (*• + ?* - b^) - Pc« = o ; 
ou 6*(a;* + y') — 2b^Xf/x: — 2[a*j/o — P^*]y 

+ 6%« + a«i/o* - P*c> = o; 
ou enfin, en remplaçant Xq et t/o par leurs valeurs : 

6«(ac* + î/*)[a*6« + 6* -h p»c«] + 2a6*c>({i» - 6')x 
2C*p(§V + P*a« -h 6*)5' - p*62c*(o« -f- 6* + 2C«) + 6*c* = o. 



IV. — Le lieu des points P, pour lesquels le cercle (G) passe 
par un point donné, s'obtient en remplaçant, dans Téquation 
du cercle G, a; et y par les coordonnées x^, y^ du point donné 
et a, p par x et y. 

On obtient ainsi le lieu du quatrième degré ayant pour 
équation : 

(aï? -^ yT}{b^x^ 4- a*y^){x^ + y* — a») — 2b*c*x^x{a^ — a*) 
+ 2[a«c«î/(t/» - 6*) + c*y{b*x^ 4- a^y*)]yi — c\x^ - a*)(y* ~ 6*) 

— c^y^b^x^ 4- a*y*) = o. 
Supposons que le point donné x^, y^ soit Tun des foyers, 
c'est-à-dire que l'on ait par exemple 

yi = o, x^ = c. 

L'équation précédente devient alors 

(6»a5* 4- ahj^){x^ + y* — o')c* — 2 6*c»(a;» — a*)x 
- c^{x* - a*)(t/« - 6«) - c*y%b^x^ 4- a«y«) ^ "o, 
ou en simplifiant : 

(x^ — a*)(a;* + y» — 2ca? -i- c«) = o, 
c'est-à-dire, {x* - a'')[{x - c)« 4- y*] = o. 

Le lieu se compose donc des tangentes aux sommets du 
grand axe de l'ellipse et d'un cercle de rayon nul, ayant pour 
centre le point F. 

V. — Gherchons, enfin, l'enveloppe des cercles (G) quand le 
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point P décrit Tune des tangentes aux extrémités du grand 
axe. On a alors a* = a% et Téquation des cercles (G) devient : 

ou p*(x* 4- î/* — c*) -H 4.pc'j/ -h 6*(aj* + y* — c*) = o. 
L'enveloppe de ces .cercles a pour équation : 

4C*j/* — 6*(aî* + y* — c«)* = o. 
Cette enveloppe se compose des deux cercles représentés 

par: aî« + y* r^ — c* = o, 

2C*l/ 

^* + !/* H — r^ — c* = o. 
Leur construction est très simple. 



QUESTION 124. 

Solntion par M. À. Yalabrèguis, élèye de mathématiques spéciales 

au lycée de Montpellier. 



On fait une section droite dans un cylindre parabolique. Par le 
foyer de cette section, on mène, dans le plan de la courbe, une per- 
pendiculaire à Vaxe, laquelle coupe la courbe aux points k etB, Au 
point A, on mène, dans le plan de laparabole, la normale AM à cette 
courbe; puis, par AM, on fait passer des plans variables. Lieu des 
foyers des paraboles suivant lesquelles ces plans coupent le cylindre. 
Ce lieu est une courbe plane, (Amigues.) 

Soient j/* = 2px z= o 

les équations de la section droite du cylindre parabolique. 
Les coordonnées du point A sont 

a? = -, y = Py z =o. 

Les équations de la normale AM sont 

œ -¥ y ^ = o, z = o. 
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Les plans passant par cette droite ont pour équation 

Soit F le foyer de la section plane, etF^ sa projection sur le 
plan xoy. Les tangentes à la section plane, menées par le 
point F, sont parallèles aux droites isotropes du plan consi- 
déré. Les tangentes à la projection de la section plane, sur le 
plan xoy y menées par le point F^ sont parallèles aux projections 
des directions isotropes du plan sécant sur le plan xoy. Soient 
a, p, Y les coordonnées du foyer F. Les directions isotropes du 

plan sécant sont h s droites d'intersection du plan et du cône. 

X -h y — "kz = Oy 
représentés par 

a;» -4- t/2 4- 52 — o. 

Les projections de ces droites, sur le plan xoy, correspondent 

à Téqualion 

(x + y)^ 

Les parallèles à ces droites, menées par a, p, sont représentées 

par 

X\x - a)« + X»(y - p)* + (x + 1/ - a - f>)* = o. 

Ces droites doivent être tangentes à la section droite du 

cylindre 

j/* — 2px = o. 
Donc, on doit avoir 
S(y« - 2px) -4- l\x - a)* 4- X«(y - P) + [a? + w - (a -f- ^)] = P% 
c'est-à-dire que les six mineurs du discriminant delà conique 
correspondant au premier membre, égalé à zéro, doivent être 
nuls. On sait quMl suffit d'annuler trois de ces mineurs. 
AC - B« :.= o, AE - BD = o, BF - ED = o. 
On a donc 

(1) (i + X«)(S + X« -H i) - I = o, 

(2) (i + X*)(a + p -f- pX*) - a - p - aX* - S/} = o, 

(3) (a*+p*)(l -hX^)-+-2ap-(a+p4-pX«)(a+p-raX*-+-Sp)=:0. 

Il faut éliminer X, S entre ces trois équations et la suivante 

a-i-p — Xy ^ = 0. 

2 

L'équation (1) donne 

X«+ I 
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Portant, dans l'équation (2), cette valeur de S, on a 

Sp = (X« + 2).SXS 
et réquation (3) devient 

Égalons deux à deux les valeurs de S, nous avons 

(5) (X« + i)^ 4- p ^-. o, 

et (X* -h i)p + 2a = G. 

Donc le lieu est une courbe située dans le plan H corres- 
pondant à réquation 

^-2' 
plan parallèle à yoz et passant par le foyer. Pour avoir réqua- 
tion de la courbe, je remplace X par sa valeur, tirée de (4) : 

X=: i. 



ï 

La substitution dans (5) donne 

2 



a + (3 ^j -h y' I + PY* = O' 



■•] 



La surface correspondante est coupée par H, suivant une 
courbe du troisième degré, circulaire, unicursale, dont l'équa- 
tion, dans ce plan, est 

y{y — pY -h yz^ + pz^ = o. 

Elle a une asymptote y = ^ p^ passant par le point B. 
Elle passe à l'origine, c'est-à-dire au foyer de la section plane 
donnée, et a pour taogente en ce point la parallèle à Ojs. Elle 
est symétrique par rapport à AB, et le poinl A un point double 
imaginaire. 



QUESTION 126 

Solution» par M. (1. Lamotte, élève au lycée Henri IV. 



On considère un triangle ABC et une parabole. On mène, à la 
parabole, une tangente J) parallèle à BG ; puis, du point A, on mène, 
à laparabole, des tangentes qui rencontrent*D en A', A". Opérant de 
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même pour les deux autres côtéSy on obtient six points A', A', B', B', 
G', G*. Démontrer que ces six points sont sur une conique passant 
par A, B, G, 

Les triangles AA'A", BB'B" étant circonscrits à une conique, 
leurs six sommets sont sur une même conique F. Si Ton prouve 
que cette conique passe par G, le théorème sera démontré. 
Gonsidérons les triangles AA'A", GG'G". La conique circon- 
scrite à ces triangles passera aussi par B, si l'on accorde 
la proposition en question. Les deux coniques considérées 
sont donc confondues, comme ayant cinq points communs A, 
A',A', B, G. 

Ainsi, tout revientà montrer que si, parA, on mène uneparal- 
lèle à B'B"; par B,une parallèle à A' A'; ces deux droites se cou- 
pent sur la conique F. Or, les diverses tangentes de la parabole 
déterminent, sur les deux tangentes fixes A'A", B'B", deux 
divisions homographiques. pour lesquelles les points à Finfini 
sont des points homologues. Par suite, les droites AA', AA", 
AB', AB*, et AG parallèle à B'B", d'une part ; et leurs homo- 
logues BA', BA', BB', BB" et BG parallèle à A'A", d'autre part, 
se coupent respectivement sur une même conique passant 
par A et par B. 



QUESTIONS 138 ET 168 

Solution par M. Charles Martin, Lycée Condorcet. 



On donne deux points A , A' ; soit le milieu de la droite qui les 
joint. 071 imagine toutes les surfaces de révolution, du second ordre, 
qui passent en A, A', et dont toutes les méridiennes ont pour 
foyer le point 0. — i° Lieu des points de contact des plans tangents 
perpendiculaires à AA'; — 2^ lieu des pôles d'un plan donné, par 
rapport à ces surfaces; — 3^ en supposant V excentricité donnée 
de la méridienne, on demande le lieu des pôles d*un plan donnée 
le lieu des sommets, le lieu d*'s centres. (Amigues). 

Prenons comme origine le point 0, comme axe des z la 
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droite AA', et comme axe des x ei y deux droites rectangu- 
laires, perpendiculaires à AA.'. 

Les surfaces de révolution, du second degré, dont les méri- 
diennes ont pour foyer le point 0, ont pour équation : 
a?* 4- y* + a* = {Ix -h my -h nz -h p).* 
Exprimant que ces surfaces passent par les points A, A', on a : 

n — o, p = d; 

en prenant : OA = d. 

L'équation générale est donc : 

(1) X* -h y^ -¥ z^ = {Ix -^ my -h df. 

1° Le lieu demandé s'obtient en éliminant /, wi, entre les 
équations du diamètre conjugué du plan des xy et Téqua- 
tion de la surface : 

(2) x[i - /*) -Id — Imy = o, 

(3) y{i — m*) — md — Imx = o, 

(4) x^{i — /*)+y*(i —m*)-hz^-'2d{lx—my)-'2bnxy—d^= o, 
Multipliant (3) par — a?, par — y, et ajoutant, on obtient : 

te + wy H- d ~ --- • 

a 

L'équation cherché est donc 

z* = d\x^ -h y^ + 2*). 
Elle représente une surface de révolution, du quatrième 
degré, dont l'axe est la droite A A'. 

2« Soient kx -h By -h Cy +- D =^ o, 

l'équation du plan donné, et a, p, y les coordonnées du pôle 
de ce plan. Le plan polaire de ce point a pour équation : 
x[oL — l{h 4- mp -¥- d)] + y[p — m[l% + m^ + rf)] + zy 

— d[h + m,3 + d) 
Identifiant, on a: 
a--/(/a4-mp4-c?) _ ,6— m(/a+mp + d) _ Y _ d{U+mp-^ d) 

Â ~ B ~ C ~ D 

L'équation du lieu cherché s'obtient en éliminant/, tw, entre 

ces trois équations. Or 

Dv 

(5) fa + mp -H c? = — -^ . 

(6) '-'«^• 
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En substituant ces valeurs de /, m, dans la première équa- 
tion et simplifiant, on obtient Téquation du lieu : 

(8) G^d^{x^-hy^-}-z^)=z[D^z-^Cd^{Ax+By-hGz-hD)]. 

Ce lieu est donc surface du deuxième degré, admettant 
Torigine comme ombilic et le plan des xy comme plan de 
sections circulaires. 

3^ L'excentricité de la méridienne étant donnée, on a la 
condition : 

(9) /« + m* ^ e\ 

Le lieu demandé est une courbe, intersection de la surface 
représentée par Téquation (8) et de celle que Ton obtient en 
portant les valeurs de i et de m dans Téquation (9\ 

On trouve 

(10) i^z - Qr)« + (Bz - Gy)' = ^ ^' ' 

équation d'un cône ayant soq sommet à l'origine et admettant 
le plan des xy comme plan de sections circulaires. Les sur- 
faces (8) et (10) se coupent donc suivant deux courbes planes, 
dont Tune est le cercle de rayon nul 0. Le lieu est donc une 
conique. 

Lieu des sommets. — Ce lieu s'obtient en éliminant, /, m, 
entre les équations do l'axe : 

X = o, mx -- ly = 
de la surface, et les relations (1), (9). On trouve : 

Le lieu se compose donc de deux cercles concentriques, 
situés dans le plan des œy. 

Lieu des centres. — Ce lieu s'obtient en éliminant l, m^ entre 

les équations du centre : 

z = o, 

X — l{lx 4- my H- d) = o, 

y — m{lx -t- my 4- d) = o, 

et la relation /« + m* = e*. 

n X y 

On a -7 = — 9 

l m 
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ar* -4- fy« X* v* 
ou '— = — = -^^— • 

Finalement, 

«•ci* 

équation d'un cercle. 

Remarque. — Ces derniers résultats peuvent se vérifier géo- 
métriquement, de la manière suivante : 

Considérons la section faite, dans Tune des surfaces, par 
un plan passant par Taxe et la droite AA.'. Le point étant un 
foyer, la droite AA' est perpendiculaire sur Taxe, qui se trouve 
donc dans le plan des xy. Soit w le centre. On a ; 

0(1) =z ae, 
a désignant le demi-grand axe de Tellipse méridienne ; puis : 

a — ce = dy 
d 



d'où a = 



Donc OcD = 



1 - e* 
de 



1 - e» 

Le lieu du point cd est un cercle, dont le centre est 0. 
Soient B et B' les sommets. On a : 

d 



OB = a - 



0) 



OB' = a + Oo) = 



I — e 
d 



1 — e 
Le lieu des points B et B' se compose donc de deux cercles, 
dont le centre est 0. 



QUESTION 178 

StolaUon par J. Ghapron, à Bragelogne. 



Ùe combien de manières peut-on ranger 3 N nombres^ deux à deux 
inégaux, sur trois lignes ^ de telle sorte que les nombres croissent dans 
chaque ligne, de gauche à droite; et y dans chaque colonne, de haut 
en bas? (Edouard Lucas*) 
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Désignons par le symbole [p, q, r] le nombre de façons de 
placer (p + q-h r) nombres inégaux sur trois lignes, en en met- 
tant : p dans la première, q dans la deuxième, r dans la troi- 
sième. On devra avoir ( on suppose /) > 9 > r) : 

[P^g^r] = [p - 1 , 7, r] 4- [p, 9 — I, r] + [p, q, r - i]. 

Je dis que: 

[P'9'^^= r\iq 4- I)! — ^ • 

En effet, cette valeur vérifie la relation indiquée. De plus, en 

multipliant les deux termes par (p -h 2), on a [i, i, i] = i. 
Pour le démontrer, observons qu'en supposant p =1 q = r, 

le second membre devient 

2(p + 3)(p + 4)(p + 5) . . . 3p 

p\(p -h i)! 
Si Ton suppose, alors, p = i, on trouve, après avoir mul- 
tiplié comme nous l'avons dit, par (p -+• 2), que le nombre 
cherché est égal à Tunilé. 

Généralisation. — En poursuivant ce raisonnement, on 
trouve, pour le nombre de manières de ranger Tcn nombres iné- 
gaux, sur k lignes : 

i!2!3! ... (n — i)\{k 4- n){k -4- n h- if(k -h n 4- 2) . . . yifc 
kl(k 4- i)\(k 4-2)! ... (A; 4- n — 2)! ' 



QUESTION 191 

Moltttion par M, Ignacio Beyens, capitaine du génie, professeur 
de mathématiques spéciales, à Cadix. 



Si une courbe parabolique^ représentée par V équation 
y = (x - a)(x - b) ... (x - k) = f(x) 
renœntre en A, B, ... K Vaxe des abdsses, et que A', B' . . . H' 
soient les pieds des ordonnées des points pour lesquels la tangente 
est parallèle à cet axe, on a 

i j_ _i_ _ 1/ i I I \ 

ÂB "^ ÂG "^ • ' • ÂK "" 3 to "^ ÂF "^ • • "^ Iw) ' 

(E. Catalan)* 
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Posons X ^ a -k- z, l'équation 

z 
f(a H- -s) = f{a) + - f'(a) + ... = o, 

admet une racine nulle, puisque f{a) = o. Les autres racines 
AB, AG, ... AK, sont les racines de l'équation 

^'^^^ "^ T7^ ^'^^^ + . . . = o. 

Nous avons donc, d'après cela, 



AB AC AK 2 /'(a) 

D'autre part, les abcisses des points pour lesquels les 
tangentes sont parallèles* à ox, sont données par l'équation 

f'ix) = r(a + s) =- r(«) + f r(«) + . . . = o. 

Ainsi 



AA' AB' AH' f\a) 

La comparaison des égalités (1), (2), prouve l'exactitude de 
la propriété en question. 

Nota. — Solutions analogues par MM. F, Quantin, au lycée Louis-le- 
Grand, A. Troille, au lycée de Grenoble; J. Moulet, au collège de Manos- 
que; P. Chrétien, au lycée de Gaen; A. Lévy, au lycée de Nancy (classe 
de M. Hervleux); I.einekugel, au lycée de Douai. 



NOTE SUR LA QUESTION 18 î (*) 

Ont résolu cette Question : MM. Paul Bourgarel, à Anlibes; P. Philippe, 
élève à l'École J.-B.' Say; Paul Grésillon, élève au lycée de Douai; Ber- 
thon, élève au lycée de Lyon; G. Rogier; Charles Merle, élève au lycée de 
Lyon ; Frank Balitrand, élève au lycée de Nîmes. 

Les solutions de MM. Rogier et Merle offrent l'avantage d'aboutir 
directement, sans introduire de facteur étranger, au lieu demandé. Mais, 
a un autre point de vue, il est intéressant d'obtenir, d'un seul coup, les 
deux lieux géométriques rencontrés dans la solution publiée pt 148 : 1" la 
Kreuscurve, lieu des pôles des cordes normales ; 2o Tellipse demandée. 

(*) Une solution à cette question a été publiée dans le numéro de juin 
(p. 142). Une erreur de mise en pages nous a fait oublier la note ci-jointe. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS*^ 
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SUR LES SURFACES 

ADMETTANT LES PLANS DE SYMÉTRIE DU TÉTRAÈDRE RÉGULIER 

ET DU CUBE 

Par M. Ernest liebon, 

Professeur de mathématiques au lycée Gharlemagne. 

(Suite et /In, voir p. 219.) 



Droites situées sur les surfaces hexaèdriqaes. 

37. — Lorsque Ton cherche la coordonnée z du point d'in- 
tersection d'une droite 

a; = m^ -h p, y = nz -V- q 
et d'une surface S^, représentée par l'équation (S), on obtient 
une équation du quatrième degré en z. En égalant à zéro les 
coefficients des puissances de z et le terme indépendant de 
cette dernière équation, on obtient cinq équations. 

38. — On trouve qu'une surface S^, représentée par V équation 
(S) dont aucun coefficient n'est nul, ne peut contenir des droites 
que s'il existe l'une des équations de condition : 

46*(c - rf)(c« - 3cd 4- 4d*) - 8ab*d^(c - d) + a^cd^ = o, 
6*(i7C--i5d)+2a6*(— iic*-i-7cd+2d»)+a*(cH- d)(3c— 2d)« = o, 
ou si les deux équations de condition 

(c — d)(c + 2d) = o, 
6»(c* -4- 3d*) - 4acd» = o, 
sont simultanément vérifiées. 

39. — Lorsque a seul est nul ou que b seul est nul, on 
applique les équations de condition précédentes. 

Lorsque c seul est nul, p et 9 sont donnés par le système 

b 2ft« - ad 

Lorsque d seul est nul, ou que a et c sont nuls à la fois, ou 
que 6 et c sont nuls à la fois, ou que c = d, la surface S^ ne 
contient pas de droite. 

JOURNAL DB MATH. SPÉG. -^ 1889. U 
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Lorsque d = — c, on trouve les quatre équations 
m4-n±i=p» m-"iî±i=o, 
et on est amené à distinguer les cas oïl 

n=ro, n = — I, p = — gi. 
Si n = o, la surface S^ contient des droites quand p = o et 
qu'il existe l'équation dp coi^itipn 

36* -*r oc = 0, 
ou quand p est donné par l'équation 

46cp* 4- 36' -H ac = o. 
Si n = — I, les résultats sont analogues aux précédents. 
Si p = — 9, la surface S^ ne contient pas de droites. 
Lorsque — 2d = c, on trouve : wi* = i , n* = i . 
Au système m = n = i correspondent des droites sur la sur- 
face S4, s'il existe l'une des équations de condition 

76' = 4 oc, 476" = 36 ac. 

Surfaces hexaédriques contenant les arêtes du cube 

ou de Voctaèdre régulier. 

40. — Soit un cube, de côté 28. Prenons son centre pour 
origine d'axes rectangulaires, perpendiculaires à ses faQQS. 
La section du cube par le plan xr = B se projette sur le plan 
XOY selon un système de quaire droites; représentons par 
(a) l'équation de ce système. Appelons (p) l'équation de la pro- 
jection, sur le plan XOY, de la section par le même plan d'une 
surface S4, représentée par l'équation (5). En identifiait Içs 
équations (a) et (p), on obtieat les relations 

c = o et 36* = 2ad^ 
Par suite, pour qu'une surface réelle S^ contienne \^8 ({uatr^ 
droites (a), il faut que l'on ait 

a > o, 6 < o, c = o, d > o, 36* = aad. 

6 
En posant 8* = -^ > 

on obtient l'équation suivante d'une surface réelle S4 conte- 
nant les quatre droites (a) : 

(19) t/«3* + zW + cc«i/> - 2S»(a* + 1/* 4- 2*) 4- 38* = o. 
A cause de sa symétrie par rapport aux coordonnées, elle 
représente une surface S4 contenant les douze arêtes d'ua cube 
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concentrique de côté 2S. Nous appellerons cubàide la surface 
S4 représentée par l'équation (i9). 

41- — Soit un octaèdre régulier dont Tarète est égale à 
eV^2. FrenoDS ses trois diagonales pour axes de coordonnées 
rectangulaires. La section de l'octaèdre par le plan XOT est 
un système de quatre droites-; représentons par (a') Téquation 
de ce système. Appelons (p) l'équation de la section par le 
même plan d'une surface S4, représentée par l'équation (8). 
Bn identifiant les équations (a ) et (p'), on obtient les relations : 

c = — rf. 6" = (ic. 
Par suite, pour qu'une surface réelle S^ contienne les quatre 
droites (a'), il faut que l'on ait 

o > o, 6 < o, c > o, d = — Cj 6* = ac. 

b 
En posant e* = » 

on obtient l'équation suivante d'une surface réelle S4 conte- 
nant les quatre droites (a') : 
(20) oî* 4- y* H- 3* — 2(y*z* -h z^x^ -+- x*y^) 
— 2e"(a;" -h j/* -+- z*) H- e* := o. 
A cause de sa symétrie par rapport aux coordonnées, elle 
représente une surface S4 contenant les douze arêtes d'un 
octaèdre régulier concentrique de côté ev/2 . Nous appellerons 
octaèdroïde la surface S4 représentée par l'équation (20). 

42. — Propriétés du cubo'ide (fig. S). Le cuboïde n'a ni 
cône asymptote, ni sections circulaires concentriques. Il a 



six sommets de première espèce sur la sphère de rayon 



V^ 



vingt-quatre sommets de seconde espèce, douze sur chacune 
des sphères de rayons 8 y/ 2 et 8v/6. 

Le cuboïde a trois cylindres asymptotes égaux, chacun de 
révolution autour d'un axe de symétrie de première espèce, 
contenant, chacun, les quatre droites du cuboïde parallèles à 
ces axes. L'équation de l'un de ces cylindres est 

5« + a?' — 28" = o. 
Chacun des trois cylindres asymptotes du cuboïde est cir- 
conscrit à cette surface le long des quatre droites qu'il con- 
tient. 
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Voici les principaux résultats auxquels nous sommes arri- 
vé. Considérons un cube et trois cylindres de révolution 
contenant chacun quatre arêtes du cube. Le cuboïde est formé 
d'une nappe finie intérieure aux cylindres, et de six nappes 
infinies extérieures aux cylindres, contenant les arêtes du 
cube, tangentes aux cylindres le long de ces arêtes. Tout plan 
de symétrie, de seconde espèce, coupe le cuboïde selon deux 
arêtes du cube et la nappe finie selon une ellipse. Le pian 
tangent au cuboïde le long d'une de ses droites coupe le cu- 
boïde selon cette droite et deux nappes infinies selon une 
ellipse. Le plan tangent à un cylindre asymptote et parallèle 
à un plan de symétrie de première espèce coupe le cuboïde 
selon deux hyperboles équilatères conjuguées. 

43. — Propriétés de rociaédro'ide(fig.6).EnYeTi\i de la relation 
d = — c, Toctaédroïde admet quatre plans asymptotes passant 
par son centre et parallèles aux faces de l'octaèdre régulier 
inscrit. Ces plans sont les lieux des asymptotes des sections 
de la surface par des plans passant par son centre. Au moyen 
de l'équation (13), on reconnaît que chacun des quatre plans 
asymptotes de l'octaédroïde coupe cette surface selon une 
circonférence concentrique à la surface, de rayon égal à 



>A- 



Chacun des trois plans de symétrie, de première espèce, 



coupe Toctaédroïde selon quatre arêtes de l'octaèdre régulier 
inscrit. 

L'octaédroïde a six cylindres asymptotes hyperboliques 
égaux, perpendiculaires chacun à un plan de symétrie de 
seconde espèce, ayant pour plans principaux le plan de symé- 
trie de première espèce et le plan de symétrie de seconde 
espèce parallèles à ses génératrices, contenant chacun les 
deux droites de l'octaédroïde perpendiculaires à ces plans. 
L'équation de l'un de ces cylindres est 

2X'* — 55* — s* = o. 

Chacun des six cylindres asymptotes de l'octaédroïde est 
circonscrit à cette surface le long des deux droites qu'il 
contient. 

Voici les principaux résultats auxquels nous sommes 
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arrivé. Imaginons un octaèdre régulier de centre 0, dont 
nous considérons les quatre arêtes issues du même sommet 
Z situé au-dessus de 0. Une nappe N de la surface contient 
ces quatre arêtes. Soient des plans P perpendiculaires à la 
diagonale OZ de l'octaèdre; ils déterminent des sections ayant 
quatre sommets sur les quatre arêtes considérées. Le plan P, 
qui passe par le point Z, coupe la nappe N en un point; les 
plans P situés au-dessus de Z, et allant vers + oo, coupent la 
nappe N selon des courbes finies dont les sommets s'éloignent 
indéfiniment de la droite OZ; les plans P situés entre Z et 
coupent la nappe N selon des courbes finies ; le plan P qui 
passe par coupe la nappe N selon quatre droites; les plans 
P situés au-dessous de 0, et allant vers -r oo , coupent la nappe 
N selon une courbe ayant quatre branches infinies dont les. 
sommets s'éloignent indéfiniment de la droite OZ. Par les 
quatre arêtes de l'octaèdre issues du second sommet situé sur 
la droite OZ, passe une nappe N^ égale à la nappe N et symé- 
trique par rapport au plan perpendiculaire, en 0, à la droiteOZ. 
La surface de l'octaédroïde pouvant être considérée, de trois 
manières, comme formée de deux nappes égales disposées de 
même l'une par rapport à l'autre, se compose d'une nappe 
finie entourant un octaèdre régulier, et de six nappes infinies 
extérieures à l'octaèdre ; la nappe finie et les nappes infinies 
étant reliées par les arêtes de l'octaèdre. 

Propriétés d*un autre genre de surface, hexaédrique (fig. 7). 

44. — Lorsque les coefficients de l'équation (5) vérifient 
les relations : 

a > o, 6 < o, c > G, d > c, 26* = a(c -h d), 
en posant 

'6 b Y 4- 8 

on trouve que l'équation (H) devient 

Y(x*-i-!/*-h;5*)4-2%*3* H- js*aj« -f-rc'y«) — 2(x^'hy^ -h z*) 4- 2e«— o. 
Nous supposerons que le cube directeur de cette surface a 

son arête égale à 2e. 
Voici les résultats les plus saillants que nous ayions rencon- 
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tré. Imaginons le cube directeur et une des six surfaces pyra- 
midales ayant pour sommet commun le centre du cube, pour 
directrices les carrés inscrits aux faces du cube. Les côtés d'un 
carré sont les cordes de quatre arcs de cercle de 60® situés dans 
les faces de la pyramide au delà de la directrice de celle-ci par 
rapport à son sommet. Dans la pyramide, il existe une nappe 
finie de surface courbe, tangente à ses faces le long des quatre 
arcs de cercle, ayant deux sommets sur son axe, présentant 
une partie concave autour de son sommet le plus rapproché 
de celui de la pyramide, s'appuyant sur les milieux des côtés 
de la face du cube par quatre points singuliers ou le plan tan- 
gent à la surface est indéterminé. Aux six pyramides sont 
inscrites six nappes égales à celle que nous venons de décrire 
et disposées de la même manière par rapport aux faces du cube 
directeur, réunies deux à deux par leurs points singuliers. 
Par suite, la surface est formée de six nappes finies égales, 
extérieures à un cube, réunies par douze points situés aux 
milieux des arêtes du cube, ces points étant singuliers; elle a 
douze sommets de première espèce; elle est tangente selon 
quatre circonférences aux quatre plans perpendiculaires aux 
diagonales du cube, en son centre; enfin elle est coupée, selon 
six ellipses égales, par les trois plans perpendiculaires aux 
arêtes du cube en leurs milieux; et, selon douze ellipses 
égales, par six plans quadrilangents à la surface et formant 
un cube homothétique au cube précédent. 



VARIÉTÉS 



CINEMATIQUE A DEUX ET A TROIS DIMENSIONS 

Par M. Calinon, ancien élève de rÉcole Poljteclinique. 



1. — Nous profitons de la gracieuse hospitalité qui nous 
est accordée dans ce Journal, pour donner à ses lecteurs une 
idée de notre mémoire de Cinématique à deux et à trois dimen- 
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sions qui va paraître dans le Bulletin de la Sodélé des sciences 
de Nancy (*). 

La Cinématique ordinaire, que nous appellerons ici Cinéma- 
tique à une dimension peut, comme Ton sait, se définir ainsi : 

Soit OT = / une variable t, comptée sur une ligne droite, à 
partir d'une origine fixe 0, et représentant la mesure ordinaire 
du temps. 

Soit, un point M, mobile par rapport à des axes de coor- 
données, en même temps que le point T, sur la droite OT. 
Cette dépendance des mouvements des deux points considérés 
peut s'exprimer par trois équations : 

x,y,z étant les coordonnées du point M. 
Quand le point T décrit le chemin dt, le point M décrit, 

sur sa courbe, ou trajectoire, l'élément (b; la dérivée —, portée 

sur la tangente à la courbe, est la vitesse du point M. 

L'étude des courbes engendrées par un point M, qui se 
meut dans ces conditions, et l'étude des grandeurs qui, 
comme la vitesse, se rattachent aux courbes ainsi décrites, 
est précisément Tobjet de la Cinématique ordinaire. 

Supposons maiûtenant que le, point T se déplace non plus 
sur une ligne droite, mais dans un plan. Soient a, ^, ses 
coordonnées. 

Nous pouvons lier le point M(a;,y,a) au point T par les trois 
équations 

« = A(a,P) y = f^M) ^ = /i(a,s). 

L'étude des déplacements de M dépendant ainsi des deux 
variables a, p, constitue la cinématique à deux dimensions. 

Enfin, si le point T est déterminé par trois coordonnées a, 
p, Y, dans un espace à trois dimensions; le mouvement du 
point M, par rapport au mouvement de T, sera défini par trois 
équations : 

On obtient ainsi la cinématique à trois dimensions. 
Quand le point T décrit le chemin d/, le point M décrit le 



(*) Bergep-Levraiilt et C'% imprimeurs à Nancy. 
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ds 

chemin ds, et la dérivée —, dirigée suivant la trajectoire de M, 

est la vitesse de M. C'est la définition de la Cinématique ordi- 
naire. 

2. — Étudions, d'après cela, les mouvements infiniment 
petits d'un point mobile dans un plan, à partir d'une position 
initiale M©, le point T se déplaçant lui-même à partir de sa 
position correspondante T^, dans un plan. Cette correspondance 
peut s'exprimer par les équations : 

(1) aî = A(a,p), y = Ua,p). 

Les déplacements infiniment petits vérifieront les relations 
, (2) dx = p^dcL -h q^dp; dy = p^da. 4- g,rfp, 

Puîi ^^P%yQi étant les valeurs des dérivées partielles aux points 
correspondants Mo et To. 

Les équations (2), linéaires et homogènes en dx, dy, da. et d^, 
montrent que les points M, T, dans leurs déplacements infini- 
ment petits, décrivent des figures homographiques. Il s'agit ici 
de l'homographie particulière qui conserve le parallélisme et 
les rapports de grandeur des segments de droites parallèles. 
(En parlant de parallélisme, nous supposons, bien entendu, 
qu'on étende les formules (3) à des figures finies). 

Gela posé, entourons le point To, d'un cercle de rayon dt. 

k. ce cercle, corresjJond, pour le point M, une figure homogra- 

phique, c'est-à-dire une ellipse de centre Mo. Quand le point 

T décrit le rayon ToT = dt, du cercle ; le point M décrit le 

rayon correspondant MqM = dSy de l'ellipse Jiomographique. 

ds 
La vitesse v, de ce déplacement, est -r . Pour tous les rayons 

ds 
ToT du cercle, dt est une constante. La formuler = -j,, prouve 

at 

que l'extrémité de la vitesse v dirigée suivant cb, décrit 
une courbe finie, homothétique à l'ellipse parcourue par 
l'extrémité de ds. Donc, le lieu de l'extrémité de la vitesse t; 
est une ellipse, homographique au cercle de rayon dt. 

C'est ce que nous appellerons Vellipse des vitesses. 

A deux diamètres perpendiculaires du cercle, correspondent 
deux diamètres conjugués de l'ellipse des vitesses ; on a ainsi 
deux vitesses conjuguées. Les axes de l'ellipse sont les deux 
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seules vitesses conjuguées perpendiculaires ; ces axes montrent 
qu'il passe en Mo deux trajectoires orthogonales, correspon- 
dant à deux trajectoires orthogonales passant par To* Il y a 
ainsi, dans le plan de T, deux séries de trajectoires, égale- 
ment orthogonales. 

3. — Une des propriétés de Thomographie dont nous nous 
occupons ici est que, dans deux plans homologues, le rapport 
de deux aires correspondantes est constant et égal au détermi- 

Pi îi 

Si Va et Vb sont les deux vitesses principales de M, c'est-à- 
dire les deux axes de l'ellipse des vitesses, on démontre aisé- 
ment la formule VaVh = 

Pt q% 

Si nous considérons les deux aires planes, infiniment petites, 
décrites à la fois par M et T, comme des déplacements à deux 
dimensions, le rapport de ces deux déplacements est ce que 
nous appellerons la vitesse à deux dimensions du point M. Cette 
vitesse est donc égale à VaVh* 

4. — Un cas particulier, digne d'être signalé, est celui où, 
au cercle décrit par T, correspond également un cercle décrit 
par M. Dans ce cas, l'ellipse des vitesses est aussi un cercle : 
l'homographie devient alors de la similitude. En ces positions 
particulières To, Mo, passent une infinité de trajectoires cor- 
respondantes, orthogonales. 

Ce cas se présente, pour une position quelconque de T, 
lorsque les équations qui lient M à T sont celles de la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



M. Lemoine nous adresse la lettre suivante : 

En lisant votre intéressant article sur l'hypocycloïde à trois 
rebroussements (/. S. 1884 p. 170) je vois que vous définis- 
sez cette courbe par les équations : 
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R ""(l H- /»)•' 
R (14- /»)"' 

Puis, vous ajoutez : 

« 11 serait, croyons-nous, de peu d'intérêt d'expliquer ici 
comment nous sommes arrivé à ces formules. » Je suis d'un 
avis tout à fait contraire. La genèse des idées me semble de 
la plus haute importance, à moins d'en revenir au système des 
géomètres du xvii^ siècle qui se posaient des questions en 
cachant avec soin leurs méthodes et ce n'est certes ni notre 
avis, j'en suis sûr; ni, en tous cas, votre pratique. 

Vos formules tombent du ciel, si l'on n'a pas le fil conduc- 
teur qui vous y a conduit et il n'y a que la mémoire en jeu, 
pour les retrouver. 

Je ne vous dis que ces quelques mots car, je ne doute pas que 
vous ne développiez mieux que moi le thème « de l'avantage 
d'introduire partout la méthode analytique en exposant le 
résultat de recherches mathématiques. » 

Je répondrai d'abord à M. Lemoine, que je suis, comme il le suppose, 
parfaitement d'accord avec lui sur ropinion qu'il formule en terminant 
sa lettre. Si je ne développe pas, comme il semble m'y Inviter amica- 
lement, le thème en question, c'est que la chose eiit manifestement inu- 
lile; tout le monde étant d'accord sur ce point. 

Quant à l'origine des formules qui ont servi de base au travail cité, 
voici ce que je puis dire, en me reportant à des souvenirs que je ne puis 
pourtant pas garantir, car ils sont, aujourd'hui, un peu effacés. 

L'Hypocycloïde à trois rebrou ssements H3, est une quartique possédant 
trois points doubles; elle est donc unicursale. Par suite, dans un sys- 
tème quelconque d'axes, les coordonnés d'un point, mobile sur la courbe, 
s'expriment par des formules unicursales. 

C'est ainsi qu'en considérant H, comme engendré par un point déter- 
miné M, d'un cercle roulant tangentiellement à l'intérieur d'un autre 
cercle de rayon trois fois plus grand, on exprime les coordonnées de M 
par des formules unicursales qu'on identifiera sans difficultés avec celles 
que nous avons données (loc, ctt.J, pourvu qu'on se place dans le sys" 
tème d'axes qui est indiqué. 

En fait, ces formules qu'on peut retrouver de cent façons diverses (et 
c^estpour ce motif que l'indication de leur origine nous avait paru dénuée 
d'intérêt) se sont présentées à nous en cherchant Venveloppe des axes des 
paraboles qui sont tangentes à Vorigine à Vaxe ox et dont les directrices 
enveloppent une parabole <faxe ox, ayant oy pour tangente au sommet, (axes 
rectangulaires). 
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On trouve, de même, pour représenter H,, les formules 
X _ 2t y tHt^ — i) 

p"" <* + I)*' P~ (^ + I)*' 

L*axe ox est la tangente à Tun des sommets de U3 ; oy est la tangente 
au point de rebroussement correspondant. On obtient directement ces 
formules en cherchant Fenveloppe des axes des paraboles tangentes à oz et 
telles que la directrice coupe oy en un point fixe. G. L. 



EXERCICE 

Par M. A« Bon tin. 



Des sommets d!un triangle^ comme centres^ on décrit des cercles 
dont les rayons sont respectivement p, q, r. Déterminer^ dans le 
plan du triangle, les points d'où ces cercles sont vus sous le même 
angle et calculer les distances de ces points aux côtés. 

Prenons comme axes, le côté BC, et la perpendiculaire à ce 
côté, menée par B. On sait que le lieu des points, d'où deux 
cercles sont vus sous le même angle, est la circonférence qui 
a pour diamètre la distance de leurs centres de similitude. 
Les points cherchés sont donc au nombre de deux et situés 
aux intersections de deux cercles connus. 
Soient a?, y les coordonnés d'un de ces poinis. On trouve : 
Coordonnées du centre du cercle dont le centre est sur BG : 

-—-^ — -, o. 

g* — r* 

Coordonnées du centre du cercle dont le centre est sur ÂB: 

cq* cos B cq^ sin B 

q^ — p*' 9^ " P^ * 
Rayons respectifs de ces cercles : 

aqr cqp 

q* — r* g' — /)* 
Equations de ces cercles : 

( X — j 4- V = » 

V q^ ^ rV ^ {q^ - r«)« 

/ cq* cos B\a / cg* sin B\«_ c^g'p" 
N ~ q* -P^) "*" V "■ q* "P'J ~"(7«-p»)»' 
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(1) a» -H y* - 200; —^ + , ^ ^ = G » 

Q* C08 B Q* sin B c*q* 
/£« + «*— 2CX — 2cy 1 — =0 • 

Enfin, Taxe radical est représenté par Téquation : 

(2) 2x[a{q^ - p') - c ces B(ç« - r»;] - 2cy sin B(^« - r«) 

H- c«(g'« — r») — a«(g« — p*) = o. 
La distance y d'un point cherché, au côté BC, s'oblient en 

éliminant x entre (i) et (2). On trouve, après des calculs assez 

longs, réquation : 

y»[a«(q'-p*)(r*- p«)+b*(p»-q*)(r» - q«) + c»(q»-r«)(p*-r*)]4- 
H-cysinB[a>{q«(r«— p«)4-r*(q«-p*)|+b«q«(q>-r*)-i-c*r*(r*— q«)] 

- a*(p*~q2r*)+b*q«(q«-r«)-+-c*r\r«-q«)+ 2a«b«q*(r«- p*) 

-h2a«c*r«(q«— p«) =0. 

On aurait des équations analogues pour déterminer les 
dislances des mêmes points aux deux autres côtés du triangle. 

Si p = (jf = r, réquation précédente s'abaisse au pre- 
mier degré, et donne y = R cos A. Le point correspondant 
est le centre du cercle circonscrit ; ce qu'on pouvait voir a 
priori. 



H- 

4 



EXERCICE ECRIT 



26. — Soit yOx un angle droit. On trace deux droites mo- 
biles Oz, Oz\ symétriques par rapport à la bissectrice d 3 t/Oaj, 
et de deux points fixes, A, B, situés respectivement sui Ox, 
Oj/, on abaisse, sur 0^, Oz\ des perpendiculaires AR, AR'. 

Les parallèles aux axes, menées par ces points R, R', for- 
ment un rectangle RSRT. 

Cela posé : 

1® Démontrer que l'hyperbole équilatère, circonscrite au 
rectangle RSR'T, passe par 0. 

2<* Trouver le lieu du centre de cette hyperbole. 
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Ce lieu est une ellipse. On déterminera le centre de celte 
ellipse, et ses axes en grandeur et en position. 
3** Soit r le cercle circonscrit à OST. 
Trouver le lieu décrit par le centre de F. 
4« Quelle est Tenveloppe de r? (G. L.) 

Solution de Texeroioe 25 et notes diverses par l'auteur. 

Les équations des ellipses (BC), (AG), (AB), sont: 

(BC) a«-pY = Oi (A.C) p> — ay = o, (AB) y» - «^ = o. 
ou 

a*x^ ■— bcyz = o, b^y* — acxz =. o, c*z* — ahxy = o. 

De plus, ré<{uation du cercle circonscrit est 

(F) o«Py + 6»ay -h c«ap = o. 

Des équations (BG), (F), on déduit, 

a»a» H- 6*aY + c«ap = a(a«a + c*p -f- 6«y) =r o. 

Celle-ci représente deux droites; Fune est le côté BG. L'autre, celle 
qui correspond à 

(D) o«a -H 6'y + c*P = o, 

est vérifiée" par a = o, et 6*y + c*p = o. 

Gette dernière équation représente la tangente A^, au point A, au cer- 
cle circonscrit. On sait que les droites A^, A^, A^ rencontrent les côtés 

opposés en trois points situés sur une droite, polaire du point de Le- 
moine, par rapport au cercle circonscrit, et que l'on appelle droite de 
Lemoine, 

Ainsi, les droites qui, associées aux côtés BG, AC, AB, forment un 
couple de sécantes communes au cercle circonscrit et aux ellipses (BG), 
(AG), (AB); forment un triangle homologique au triangle ABG; l'axe de 
cette homologie est la droite de Lemoine. 

a, p, Y, représentent les coordonnées barycentriques ; x, y, z, les coor- 
données normales d*ua point M par rapport au triangle ABG; de telle 
sorte que 

2a = aa?, 2^ = 6y, 2y=zcz. 

2- Soient: A'(a„Piri)» B'(aîiPî,rj), ^'io^iA^-Ti), trois points pris 
respectivement sur (BG), (AG), (AB). Les équations des droites AA', BB', 
GG' sont 

YiP — PiY = o, 
«iT — ïaa = o, 
p3a — ttaP — o. 
Pour qu'elles concourent il faut que : 

o Yi - Pi 

(1) — Ya o «2=0. 

p8 — «3 o 

La tangente en A% à (BG). qui correspond à Téquation 

2aai 4- pp, + YYt = o, 
rencontre le côté BG au point représenté par : 

a = o 1=-I- 

* Yi —Pi* 

Les coordonnées des points analogues sont : 
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— Ya «a ^3 —«3 

et la condition qui exprime que ces points sont en ligne droite est iden- 
tique à (A). 

Remarque. — Les ellipses (BG), (AG), (AB) jouissent d'un grand nom- 
bre de propriétés remarquables. 

Tout d'abord, l'on peut observer qu'elles sont anallagmatiqaes dans la 
métbode de transformation par points réciproques, et correspondent, à ce 
point de Tue, aux paraboles tangentes à deux côtés du triangle aux extré- 
mités du troisième, lesquelles sont anallagmatiques dans la transforma- 
tion par transversales réciproques. (G. de Longchamps, Géométrie de la 
Règle, Journal de Mathématiques élémentaires, 1885, p. 231.) 

Les coordonnées d'un point de l'ellipse (BG) se mettent sous la forme 

I i^ X* 

X 
Les coordonnées du point réciproque sont : 

" — Ë — 2 

i~x~'r 

X 
Et l'équation de la droite qui joint deux points réciproques est : 



P - (x + ^) a + Y = o. 



La droite correspondante est parallèle au côté BG. 

On en conclut que deux points récipro(îues, situés sur (BG), sont en 
même temps isobariques, et que les ellipses considérées sont aussi des 
anallagmatiques dans cette méthode de transformation ; ce que l'on peut 
vérifier directement. 

Les centres des ellipses (BG), (AG), (AB) s'obtiennent en prolongeant 
les médianes correspondantes d'une longueur égale au tiers de leur lon- 
gueur. Ils forment un triangle, inscrit à l'ellipse de Steiner, triangle égal 
et homotbétiqueà ABG; le centre d'homotbétie étant le centre de gra- 
vité de ABG. 

Si, par le centre de (BG), nous menons des parallèles aux côtés du 
triangle et aux médianes correspondantes, nous obtenons trois couples 
de diamètres conjagués ; c'est-à-dire, trois couples de droites en involu- 
tion. On peut déduire, de là, la construction des axes de (BG), lesquels 
correspondent au couple des rayons rectangulaires, appartenant au 
faisceau involutif considéré. Pour déterminer ce couple, traçons un cercle 
quelconque passant par le centre du faisceau ; puis prenons l'intersection 
des cordes déterminées dans le cercle par les différents couples de rayons 
du faisceau, et joignons ce point au centre du cercle. Les rayons corres- 
pondants sont les axes de la conique. 

Au moyen de cette construction, on pourrait vérifier que les axes des 
trois coniques sont parallèles ; mais on observera que la figure formée 
par les trois ellipses et le triangle ABG, pouvant être considérée comme 
constituée par la projection d'un triangle équiiatéral et des trois cercles 
tangents à deux côtés, aux extrémités du troisième, les trois ellipses sont 
égales et ont leurs axes parallèles {Journal de Math, spéc.y 1885, page 131, 
note II). 
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Les ellipses (BG), (AG), AB admettent, deux à deux, comme tangentes 
communes, les côtés du triangle ABG. Elles admettent en outre, deux 
à deux, trois autres tangentes communes parallèles aux côtés du tri- 
angle ABG. 

En terminant, nous signalerons un autre groupe de trois coniques 
remarquables du plan d'un triangle, lesquelles, associées aux ellipses 
dont il vient d'être question, jouissent de propriétés intéressantes. Ce 
sont les hyperboles tangentes à deux côtés du triangle aux extrémités du 
troisième, et dont le centre coïncide avec le centre de gravité. 



QUESTIONS RESOLUES 



4. — On domie trou droites A, A', A'', non pat^allèles à un 
même plan. Trouver : P le centre de Vhyperbolo'ide H qui passe par 
les trois droites^ 2^ les conditions pour qu'il soit de révolution. 

1® On sait que le centre de H, coïncide avec le centre du 
parallélipipède de Binet, correspondant aux droites données», 
et construit par le procédé connu. 

"i^On. sait aussi qu'en prenant pour origine le point 0, pour 
axes des parallèles aux arêtes du parallélipipède de Binet, 
réquatiou de H, est 

f z= ayz -h bzx -h cxy + abc = o, 
2(1, 2b, 2c désignant les longueurs des arêtes de ce parallélipi- 
pède. Pour que H soit de révolution, il est nécessaire et suf- 
fisant que Ton ait 

TJ s: S(x^ -h y^ -h z^ -h 2yz cos X + 2zx cos \k 
-h 2xy cos v) — 2/" s carré parfait. 
Le discriminant de la forme ternaire U est d'ailleurs. 
S S cos V — c S cos fx — 6 

S cos V — c S S cos X — o 

S cos fjL — 6 S cos X — a S 

Tous ses mineurs doivent être nuls ; cette condition est 
nécessaire et suffisante. Écrivons donc 

(1) S» = (S cos V - c)« = (S cos f* - b? = (G cos X - u)\ 

(2) S(S cos X — a) = (S cos (x — 6)(S cos v — c), 

(3) S(S cos jjL — 6) = (S cos V — c)(S cos X — o), 

(4) S(S cos V — c) = (S cos X — a)(S cos \k — 'b). 
Des équations (1) on tire, d'aborà, 

(5) dt S = S cos X — a. 



= o. 
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Adoptons d'abord le signe -h ; les équations (3; et (4) 

donnent 

S COS [JL — & = S cos V — c, 

et le système considéré, dans l'hypothèse que nous avons 
faite, se réduit au suivant 

S = S cos A — a, S cos tx — 6 =^ S cos v — c, 

S» = (S cos |A - b)\ 
Cette dernière égalité prouve que 

± S = S cos [L — b. 
On doit encore distinguer deux cas; car Ton peut prendre, 
successivement, le signe -h, ou le signe ~. 

En adoptant la première hypothèse, on est conduit aux 
relations 

(A) = = 

. « ^ . ^ ?> . "^ 
sm* — sin* — sin* — 

2 2 2 

De même, le signe — donne les conditions 

(B) « ^_A- = ^_. 

. A a V 

sm' — COS*— cos* — 

2 2 2 

En revenant à Téquation (S), et en prenant le premier 
membre avec le signe —, on trouve 

(C) _^ = _^ = ^_. 

cos* — sin* — cos* — 

2 2 2 

OU 

cos* — cos* — sin* — 

2 2 2 

Ainsi; pour que H soit de révolution, il est nécessaire et 
suffisant que les éléments du parallélipipède de Binet, corres- 
pondant aux droites proposées, vérifient Tune ou l'autre des 
égalités (A), (B), (C), (D). 

Remarque. — Ces relations sont susceptibles d'une inter- 
prétation géométrique. 

Pour que les droites A, A', A" soient trois génératrices d'un 
hyperboloïde de révolution, il est nécessaire que les perpen- 
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diculaires abaissées, sur ces droites, du centre du parallélipi- 
pède de Binet, soient égales et situées dans un même plan. 

En exprimant qu'elles sont égales, on trouve Tune ou 
l'autre des relations (A), (B), (Gj, (D). On peut se demander 
alors si. Tune de ces relations étant accordée, on peut affirmer 

que les perpendiculaires con 
sidérées sont situées dans un 
même plan. 

On vérifie ce fait de la ma- 
nière suivante. 

En cherchant d'abord la cou 
dition que doivent remplir les 
éléments : 

0A = 2a, OA = 26, 0G = 2c; 
yOx = X, zOy = (JL, xOz = V ; 
du parallélipipède P, pour que 
les perpendiculaires abaissées 
du centre sur les arêtes A, A', A'' soient dans un même plan, 
un calcul facile donne 

COS V COS [JL I I 

c h 6 c 

COS X COS V I 




I 
a 



a 



1 
a 



I 
b 



COS \k COS X 



= o. 



b a 

Dans le cas où les arêtes considérées sont les droites A, A', 
A'' de la figure, on doit prendre les formules (A) ; il reste 
alors à vérifier que 

I I 



cosv 



COS |x 



V u. 

sin* - sin* - 

2 2 



sm" - 



COS X 



2 
COS V 



sin* - 

2 



sin* - 



sin* - sin* - 

2 2 



sm' - 



sin* - 

2 



sm* - 



COS (X 

sm* - 

2 



2 

cosX 

. , X 
sm* - 



s o. 
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Une transformation évidente ramène cette identité à la sui- 
vante : 

Y- P - P Y 

a a— Y — Y s:o, 

— a p p — a 

et celle-ci se vérifie sans difficulté. 
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QUESTION 198 

liolntion par M. C. Lhébrard, élève de mathématiques spéciales 

au lycée de Montpellier. 



Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy» et une droite 
Dy on considère un angle mobile^ dont le sommet décrit la droite D 
et dont les côtés j et y enveloppent respectivement des coniqtÂes G 
et C, ayant le point pour foyer et la droite D pour directrice. 
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Démontrer que les droites A, qui joignent les points dUntprsecfion 
des droites j et j' avec les axes Ox, Oy, enveloppent des coniques 
bitangentes aux coniques G et G\ 

Soit z = o réquation de D; les coniques C, C sont repré- 
sentées par les équations 

X* -h y* — e*z* = G. x^ -h y^ — e'*z* = o, 
Les droites y,/ ont pour équation, respectivement, 
X cos «p + y sin <p — cz = o, x cos 9' -h y sin <p' — e'z = o; 
et comme elles se coupent sur D, on doit avoir 
(1) tg cp' :^ tg (p. 

Cherchons Téquation, de A; elle peut être représentée pa^ 
Tune ou Tautre des égalités : 

X cos (f -h y sin 9 — eif 4- ôy = o, 
X cos 9' + y sin <p' — e'^ 4- ô'a? = o. 
Ces équation^ sont identiques, si l'on a : 

cos (p cos 9' -H 6' sin 94-6 sin 9' 

= ; 9 et = ;— • 

e e ce' 

Ainsi, réquation de A est 

cos 9 sin 9' 

OU, en tenant compte de (1), 

cos 9 sin 9' 

X ±i y — -r- — j5 = 0. 

e ^ e 

L'envâloppe de A est donc une conique F, correspondîani à. 

réquation 

Nous avons pris, pour A, la droite qu'on obtient en joignant 
les points de rencontre des drpite^ /,/ respectivement avec 
Occ, Oy. En considérant la droite A' qui va du point commun 
à y et à Oy, au point de rencontre de / avec Ox, on trouve, 
pour l'enveloppe de A', 



(3). :i,4-^ = ;.». 



x^ t/« 



Les équations. (2) et (3) représentent, comme on. le voit, 4es 
' coni^pi^da doublemejit taiig^ntea \ oh^cune des cooiquea pro- 
posées G, G' ; les cordes de contact sont les a^^s oo;, oy. 



JOURNAI, DE MATHÉAUTIQUBS SPÉCIALES 263( 

N07A. » Solutions an^lQgues par MM. Clapier, au. l^céç.de Montpellier; 
Paul Bourgarei, à Anlibes. Solutions géométriques par M. Rou;, élève 
au lycée de Grenoble. Solution par la considération des coordonnées 
tangentielles, par M. A. Léyj, ^lève au lycée de Nancy (classe de M. Qcr- 
vieux). Solution géométrique et analytique par M. Destil^^r, élève au 
lycée de Douai. 

M. Leinekugel, élève au lycée Gharlemagne, généralise la 
proposition en question et démontre le théorème suivant: 

Etant données deux coniques E, E' bitangentes, on considère un 
angle mobile dont le sommet décrit la corde des contacts et dont 
les côtés jj y, enveloppent les coniques G, C; montrer que les droites 
qui joignent les points d* intersection des côtés j et j', avec deux 
droites fixes A, A', passant par le point de concours des tangentes 
communes à G, C enveloppent des coniques bitangentes à G, G'. 

Il observe aussi que la question proposée peut encore se 
déduire de cette proposition relative aux circonférences : 

Étant donnée un point fixe P et une droite fixe D, on considère 
deux circonférences G et G' tels que P soit le pôle de la droite D 
par rapport aux deux circonférences G, G', et^ par ce point P on 
mène une droite mobile A. Au^jc points de rencontre de A avec G, 
on mène des parallèles j, j^ à vne direction fixe; de même, par les 
points communs à ^ et à G on mène des parallèles j',' j/à une 
seconde direction fixe ; le lieu du point d'intersection de deux de 
ces droites î, j' décrit une conique bitangente aux cercles G e/ G'. 

En transformant par polaires réciproques cette proposition, 
P étant le centre du cercle qui constitue la figure de référence, 
on trouve Ténoncé de la question proposée, Tangle yox étant 
quelconque. 

On pouvait enfin, comme Tobserve encore M. Leinekugel, 
démontrer la propo3ition corrélative ; le calcul^ çst tout^ ^ussi 
simple. 



QUESTIONS PROPOSEES 



273. — THÉORÈME I. — On donne un point P, une droite 
A'B', et une conique S. Une transversale, tournant autour du 
point P, coupe la drpitQ.en un points Q, çt la conique en deux 
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points B» B^ Si Ton prend les points doubles de Tinvolation 
déterminée sur la transversale par les deux couples de points 
P, Q et R, R', le lieu do ces points doubles est une conique S'. 

Théorème II. — On donne une droite, une conique F et deux 
divisions homographiques sur cette coaique. 

Les tangentes à la conique, en deux points homologues Â, A\ 
rencontrent la droite en deux points; les droites qui joignent 
ces deux derniers points au pôle de la droite des points doubles, 
coupent la corde A A' en des points dont le lieu est une conique. 

Quand la droite donnée est tangente à F, le lieu est un sys- 
tème de deux droites. (Tarry~) 

274. ~ M et M' sont deux points qui, dans le plan du 
triangle ABC, ont pour coordonnées tripolaires respectivement 
m, n, / et n, l, m; trouver le lieu de M et le lieu de M'. 

(Em. Lemoine.) 

275. — Un arc quelconque, pris sur une hyperboleéquilatère, 
est vu, de deux points diamétralement opposés sur la courbe, 
sous le même angle. 

En déduire le théorème suivant, facile à vérifier direc- 
tement : 

Soient k, A' deux points diamétralement opposés sur une 
hy[:erbole équilatère H. Les circonférences passant parM tan- 
gentiellement à H et, respectivement, par les points A, A', sont 
égales. (G. L.) 

RECTIFICATIONS 

P. 133, 1. 25 : au lieu de "k-h \i.-\-y , lisex Xa + [j.6 -4- vc . 

P. 171, 1. 27 : au lieu de >/» — X* , lisez X« — V» et ajoutez 4SY = 

p. 172, 1. 31 : au lieu de au degré , Usez au-dessous du degré . 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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SUR UN GROUPE DE CUBIQUES REMARQUABLES 

DU PLAN d'un triangle 

1 

Par M. Anyaste Bontin. 



Quelques cubiques connues sont désignées sous des noms 
divers. Nous nous proposons, dans cette Note, d'indiquer, pour 
ces courbes, une dénomination uniforme, simple et caracté- 
ristique. 

Problème I. — Par le point M, dont les coordonnées normales 
sont Xj, yi, Zj, on fait passer une droite. Lieu des points inverses 
situés sur cette droite, quand elle pivote autour de M. 

Soit Xx + [jLj/ + VJ5 = o, 

l'équation d'une droite. Puisqu'elle passe par (x'i, y^ s^) et 
par l'inverse de (x, y, z) on a aussi : 

\Xi -h w.J/i 4- yZi = G, 

X U. V 

h - H = 0. 

X y z 

Le lieu cherché s'obtient en éliminant À, [l, v outre ces trois 
équations. On trouve : 

(1) xx^iy* - z^) H- yy^{z^ - x») -h zz,{x^ - y») = o ; 

Le lieu correspondant est une cubique. Nous proposons de 
l'appeler : Cubique des inverses, relative au point M (x^, y^, z^)* 
Quand M sera un point remarquable du triangle (1), représen- 
tera aussi une cubique remarquable. 

Les cubiques (1) jouissent de quelques propriétés générales. 

Elles ont sept points communs (A, B, C, I, Y, V, V"). 

La cubique (1) passe par les pieds des droites, AM,BM, CM. 

Ces cubiques ont pour tangentes en A, B, C, I, Y, V, V et M, 
les droites : AM,, BM,. GM„ IM, l'M, FM, TM, MM, (M, dési- 
gnant l'inverse de M). 

Si M est l'un des points I, V l\ V", (I) se réduit à trois 
droites : le^ bissectrices intérieures ou une bissectrice inté- 
rieure et deux bissectrices extérieures. 

Si M est le centre de gravité de ABC, la cubique représentée 
par 
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S ^ (y« - a') = o, 

est la cubique dite des diçc-sept points. Cette cubique a été 
étudiée par M. Kœhler ( J. S. 1886) et par M. Lemoine (Con- 
grès d'Oran, 1888) (*). 

Un groupe de cubiques^ rentrant dans les précédentes, est 
constitué par le lieu des foyers des coniques tangentes aux 
côtéâ du triangle de référence et à une quatrième droite don- 
née. Voir : Mathieu N. A, M. 186S; et Salmon : A treatise on 
conic sections, 1869, 5« éd., pp. 263 et 265). 

Problème II. — Par le point M du plan d'un triangleyOn fait 
passer une droite. On demande le lieu des points réciproques 
situés sur cette droite, quand elle pivote autour de M. 

Soient a^, p^, y^ les coordonnées barycentriques du point M. 
L'équation du lieu est : 

(2) aa,(^« - Y«) -4- pp,(Y« - a«) 4- yYi(«* - P') = O- 
Cette équation représente une cubique que nous nous propo- 
sons d'appeler Cubique des réciproques, relative au point M (a^, 
Pi> ïi)- Toutes les cubiques (2) ont sept pointseommuns : 1" A, 
B, C, G; 2'' les sommets A^, B^, Cj, du triangle anticomplé- 
mentaire de ABC. 

Si M se confond avec Tun des points ; G, A|, B^, C^, la 
cubique se réduit à trois droites (trois médianes, ou une 
médiane et deux côtés du triangle anticomplémentaire). 

Les cubiques (2) passent par les pieds des droites : AM, 
BM, CM. 

Elles ont pour tangentes, en A, B, C, G, A^, B^, Ct, M, les 
droites : AMo, BMo, C^fp. GM, A^M, B^M, C^M (Mo désignant 
le réciproque de M). 

PiioBLÊME III. — Soit, en coordonnées normales^ 

(3) A'x -h B'y -h C'z = o, 

t équation d*une droite donnée A. On demande le lieu des points 
inverses situés sur toutes les droites parallèles. 

I - ... 

(*) Nous devons ces reuaeiguemouls bibliographiques, cl lous ceux qui 
figurent daus cède Noie, à Tobligeance de M. E. Vigarié, que nous 
sommes heurçux do remercier ici. 
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Soit A' une droite correspondant à l'équation 

(4) AûD -h Bj/ H- Gjs = G, 

n ABC 

On a : — i 1 — = o. 

X y z 

En outre, puisque (A) et (A^) sont parallèles : 

A(6G' - cB') -4^ B(cA' - aG) -+- G(aB' - 6A') = o; 

d'où, pour l'équation du lieu : 

(5) Sx(^» - z*{bG - cW) = o. 

Ce lieu peut être appelé : Cubique des inverses, relative à la 

direction (3). D'ailleurs, ces cubiques rentrent dans celles 

du problème I. (S) est la cubique des inverses, relative au 

point ayant pour coordonnées : 

X : y : z = bG - cB' : ck' - aG : aW - 6A'. 

Ce point est l'associé à l'infini de celui dont les coordonnées 

, , . A' B' G' 

barycentriques sont : — > -r- » — • 
^ abc 

Problème IV. — Même quedion que (III) pour les points réci- 
proques. 
Soit, en coordonnées barycentriques, la direction donnée : 

(6) A'a + B'p -H C'y = o. 
L'équalion du lieu est : 

Sa(^» - f)(G + B') = o, 
courbe que l'on peut appeler : CuJ)iqtft<i des réciproques, relative 
à la direction (6). 

Ces cubiques rentrent aussi dans celles du problème II, 
car ce sont les cubiques des réciproques relatives au point : 
(a : p : Y = C - B' : A' -- C : B' - AO, point associé à l'infini 
de celui dont les coordonnées barycentriquee sont (A'. B', G). 

Au triangle ABC, sont associées deux cubiques très remar- 
quables, résultant du problème suivant : 

Problème V. — Lieu géométrique des points V tels qu'en les pro- 
jetant orthogonalement en A', B', C, sur les côtés du triangle de 
référence, les droites AA', BB', GG soient concourantes. 

Lieu géométrique du point de concours Q de ces droites. 

On trouve pour le lieu de P, l'équation 

(7) S(cos A — cos B cos G)x{y^ — z^) = o, 
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en coordonnées normales; et pour celui de Q, en coordonnées 
barycentriques : 

(8) Scotg A.a(f>« - f) = o. 

Donc (7) est la cubique des inverses, relative à Tanticom- 
plémentaire H' de Torthocentre H; et (8) est la cubique des 
réciproques, relative au réciproque H^ de Torthocentre. 

Ces cubiques ont été étudiées à diverses reprisespar MM. Lu- 
cas, Dewulf, Darboux, Vigarié, Biuy, etc. 

M. Lucas, en 1876 {N. A. M. p. 240. Question 1207), avait 
proposé, sous une forme presque identique, le problème V. 
M. Dewulf (iV. A. M. 1876, p. 5o0-555) a résolu géométrique- 
ment la question, sans donner les équations des cubiques. 

La cubique (7) a été retrouvée {J. S. 1886, p. 186) dans une 
question proposée par M. Darboux et résolue par M. Vigarié : 

On circomcril à un triangle quelconque une coniqus telle que 
les normales aux trois sommets passent par un même point. Lieu 
de ce point. Lieu du pied de la quatrième normale. 

Cette cubique est encore le lieu d'un point P tel que les 
perpendiculaires menées aux droites PA., PB, PC, par les som- 
mets A, B, C, rencontrent les côtés opposés en trois points 
en ligne droite (Gerono). 

C'est aussi le point de concours des normales aux coniques 
inscrites au triangle ABC, et telles que les normales, aux 
points de contact, soient concourantes (Kœlher). 

La cubique (7) a pour centre ; pour tangente, en 0, le dia- 
mètre de Brocard (OK). Les asymptotes sont les médiatrices 
du triangle. Elle passe par les points : A, B, C, I, F, F', T', H, 0, 
les pieds de AH', BH', CH', etc. et par les symétriques de tous 
les points précédents relativement au point 0. 

La cubique (8) passe par A, B, C, G, A^, B^, C^, H, Ho, v, v^, 
Vb, vc, r, Ta, Tb, Te; par les pieds de AHo, BH^, CHo, etc. 

Nous ferons observer, en terminant, que la cubique des réci- 
proques, relative à un point, se déduit de la cubique des 
inverses par la transformation homographique instantanée que 
M. de Longchamps a fait connaître au Congrès de Nancy, en 
1886, dans une Note intitulée ; Sur une conique remarquable du 
plan d'un triangle. 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M. Balitrand, élève au Lycée de Nîmes (*). 



Les études si intéressantes, publiées récemment dans le 
Journal de Mathématiques spéciales ^ sur les hypocycloïdes à 
trois et à quatre retroussements, nous ont donné l'idée de 
chercher les équations tangentielles de ces courbes et de leur 
appliquer le principe de dualiié. Leurs transformées sont 
des courbes qui ont déjà été rencontrées et étudiées à d'autres 
points de vue. Les propriétés des hypocycloïdes fournissoLt 
des propriétés corrélatives fort élégantes, dont certaines pré- 
senteraient quelques difficultés à être démontrées directement. 

Hypocycloîde à trois rebroussements. — Un des modes de géné- 
ration les plus simples de rhypocycloïde à trois rebrousse- 
ments Hj, considérée comme enveloppe de droite, est certai- 
nement le suivant. 

Soient : w un cercle fixe, Ox un diamMre, 0// la tangente à 
l'extrémité de ce diamètre, M un point pris sur le cercle; 
la droite A qui, passant par M, fait, avec Ox un angle égal 
à MOaj, enveloppe une hypocycloîde à trois rebroussements. 
Le point de contact de la droite avec son enveloppe, s'obtient 
en projetant, sur A, l'extrémité du rayon wM prolongé d'une 
longueur double, w est le cercle inscrit, un sommet, Ox 
une tangente de rebroussemenl. 

Cela posé a;* + y« — 2Rx = o, 

étant l'équation du cercle w, et 

tMC -h vy — I = o, 

celle d'une droite quelconque; si l'on exprime que le milieu 
de cette droite est sur le cercle o), on obtient la relation 

4Rv'ti — (tt* -¥■ v') = o. 
C'est l'équation tangentielle de l'hypocycloïde H,. 
La transformée, par voie de dualité, a pour équation 

4j»a; — R(aî' + y*) = o. 

(*) AujourdTiui, élève & lÉcole polytechnique. 
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On peut encore dire que cette courbe est la polaire réci- 
proque de Hj par rapport au cercle représenté par 

X» 4- i;« — R* = G. 

Elle a déjà été rencontrée par M. de Longchamps, qui en 
a indiqué plusieurs modes de génération, et qui a proposé de 
l'appeler cubiqiie mixte. {Joum, de Math. spéc. , 1886, p. 245.) 

Transformons maintenant quelques propriétés de H,. 

D'un point P pris sur la cu- 
bique mixte, on peut, (abstrac- 
tion faite de la tangente en P) 
mener deux autres tangentes 
à la courbe : 

Les points de contact sont 
vus, du point double, sous un 
angle droit. 

La corde des contacts enve- 
loppe une parabole ayant pour 
foyer le point double, pour axe 
OX, et bi-tangente à la cubi- 
que. 

Le troisième point de ren- 
contre de cette droite et de la 
cubique, et le point d*ou Ton 
mène les tangentes, sont vus, 
du point double, sous un angle 
droit. 



Surune tangente d'inflexion 
on prend un point variable. 
On mène les deux tangentes 
à la cubique, issues de ce 
point; la corde des contacts 
enveloppe une conique qui 
touche les deux autres tan- 
gentes d'inflexion aux points 
d'inflexion. (Une des tangen- 
tes d'inflexion est l'asymp- 
tote de la courbe.) 



Toute tangente à l'hypocy- 
cloïde, la rencontre (abstrac- 
tion faite du point de contact) 
en deux points M^ et M, : 

Les tangentes en ces points 
sont rectangulaires. • 

Elles se coupent, en M, sur 
le cercle inscrit à H,. 



La troisième tangente à la 
courbe, issue de M et la droite 
M^M, sont rectangulaires. 



Par un point de rebrousse- 
ment, on mène une droite va- 
riable qui rencontre H, aux 
points A, B. Le point de 
concours des tangentes, en A 
et B, décrit une conique qui 
passe par les deux autres 
points de rebroussément et y 
touche les tangentes de re- 
broussément. 
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Nous allons montrer enfin que Ton peut, au moyen de l'équa- 
tion tangentielle, démontrer simplement quelques propriétés 
de rhypocycloïde Hj. A cet effet, désignons par X cos 9 X sin 9 
les coordonnées d'un point quelconque P du plan. Soit 

y — X sin (p — m{x — X cos 9) = o, 
l'équation d'une droite issue de ce point. Si l'on exprime que 
les coordonnées à l'origine -de cette droite 

m — I . 

U = rz : r V = 



X(m cos 9 — sin 9) X(m cos 9 — sin 9) 

satisfait à l'équation tangentielle de l'hypocycloïde H, 

4Rv*w — (n* 4- V*) = o, 

on obtient 

4Rm m* + I _ 

X'(m cos 9 — sin 9)' X*(wi cos 9 — sin 9)* 
ou bien 

m'X cos 9 — w^X sin 9 — (4R — X cos <f)m — X sin 9=0, 
équation qui donne les coefficients angulaires des tangentes 
à la courbe, issues de P. 

Il existe donc, entre les coefficients angulaires de ces tan- 
gentes, les relations 

Mi^ -f- wi, 4- wij = ntitn^tfis = tg 9. 

Ainsi : 1® lea trois tangentes que, par un point, on peut 
mener à l'hypocycloïde, font, avec une quelconque des 
tangentes de rebroussement, des angles dont la somme est 
un multiple de tt : 

2° le produit des tangentes de ces trois angles est égal à la 
tangente de l'angle que fait, avec une quelconque des tan- 
gentes de rebroussement, la droite qui joint le point P au som- 
met correspondant. 

Hypocychide à quatre rebroussements, — L'hypocycloïde à 
quatre rebroussements étant considérée comme l'enveloppe 
d'une droite de longueur constante 2R, dont les extrémités 
glissent sur deux axes rectangulaires; on arrive facilement à 
son équation tangentielle : 

4R*u*v« — (w* 4- v«) = o. 
La KreuzcurvCy représentée par ' 

^y^ — R»(aî« -h t/>) = o, 
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est donc, soit la transformée par voie de dualité de Thypo- 
eycloïde, soit sa polaire réciproque par rapport au cercle dont 
réquation est 

a?' + ^^ — R* = o. 

Les propriétés suivantes, de la Krenzcurve^ découlent de 
cette méthode de transformation. 



Une tangente variable, au 
cercle qui touche les asymp- 
totes d'inflexion de la Kreuz- 
curve, rencontre la courbe en 
deux points réels. Le lieu du 
point de concours des tangen- 
tes en ces points est la K7'euz- 
curve elle-même. 

Si Ton considère une tan- 
gente à la KrevzcurvCj puis 
une seconde tangente perpen- 
diculaire à la première, les 
points de contact sont vus, de 
l'origine, sous un angle droit. 

L'équation tangentielle de l'hypocycloïde à quatre rebrous- 
sements pourrait servir à démontrer, pour cette courbe, les 
théorèmes analogues à ceux que nous avons démontrés pour 
l'hypocycloïde à trois rebroussements; mais nous ne nous 
arrêterons pas à cette recherche; et nous allons indiquer quel- 
ques propriétés de la Kreuzcurve. 

Une tangente variable, à un cercle 0, rencontre deux dia- 
mètres rectangulaires OX et OY, aux points A et B ; les per- 
pendiculaires en Â et en B, à ces diamètres, se coupent au 
point M qui décrit la Kreuzcujre représentée par l'équation 



Par tout point du cercle 
passant par les points de 
rebroussement de l'hypocy- 
cloïde, on peut mener, à cette 
courbe deux tangentes réelles. 
L'envelopjie de la droite qui 
joint les points de contact de 
ces tangentes est Thypocj^- 
cloïde elle-même. 

Si, autour du centre de la 
courbe on fait pivoter un an- 
gle droit BAC, dont les côtés 
rencontrent la courbe en A et 
en B, les tangentes en ces 
points sont rectangulaires. 



X 



.2 



Le point M (x = 



R 



I 



I 
R^ 



V = — : — ) est un point variable 
^ sm J ^ 



cos 9 ' sm <py 
de la courbe ; et Ton peut donner, du paramètre (p, une inter- 
prétation géométrique. C'est en effet l'angle que fait avec OX, 
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le rayon aboutissant au point de contact de la tangente varia- 
ble avec le cercle 0. L'emploi du paramètre (p est commode 
pour démontrer certaines propriétés de la Kreuzcurve. Nous 
allons en faire quelques applications. 

La polaire du point M, par rapport au cercle correspondant 
à l'équation 

aî> -f. y« — Ri = o, 

est — ^ -H -^ R = o. 

cos 9 sin 9 

Bile enveloppe une hypocycloïde à quatre rebroussements; 
ce qui prouve, d'une seconde manière, que la polaire réci- 
proque d'une hypocycloïde est une kreuzcurve. 

Les formules précédentes subsistent, avec des modifications 
évidentes, quand on remplace le cercle donné par une 
ellipse. On trouve, dans ce cas, que la polaire d'un point de 
la kreuzcurve, par rapport à l'ellipse génératrice, enveloppe une 
développée d'ellipse, et que les normales, aux points oIl cette 
polaire coupe l'ellipse donnée, se rencontrent sur sa développée. 

Les formules précédentes peuvent encore servir à trouver 
l'aire comprise entre les quatre branches de la kreuzcurve et 
leurs asymptotes. Transportons l'origine au point {x = R, 
y = R). L'expression des coordonnées d'un point de la courbe 

devient X = — R, Y - ~ R. 

cos (p sin (p 

On a d'ailleurs 

\sin 9 / cos* 9 cos* <p ^ cos* ç 

Par suite, en appelant <po et <pj|, les valeurs de «p relatives 
aux abscisses 0*0 et x^ ; et en d signant par u l'aire comprise 
entre les ordonnées correspondantes, la courbe et l'asymptote : 

„ = R. p _^ _ R. r fî^dç, 

J ç, cos*(p J ç, cos* (p ^ 

w = R* (tg <pi - tg ©0) + R* ( — ^ —^ • 

L'équation de la tangente à la kreuzcurve, au point M, se 
met facilement sous la forme 

X cos* (p -h sin' (p — R = o. 

JOURMAL DB MATH. SPÉG. — 1889. 12. 
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Au point M', ce sera 

X 008* 9 + y sin* <p' — R = o. 

La condition exprimant que ces deu^ droites sont rectan- 
gulaires, est la même que pour les droites 

X cos f — y sin (p = o, 
X cos <p' — t/ sin (p' = o, 

qui joignent Torigine au point M et M^ Ainsi : 

Si un angle droit tourne autour du centre de la kreuzcurve, 
les tangentes, aux points où ses côtés rencontrent la courbe, 
sont rectangulaires. 

Transformant par voie de dualité, on en déduit pour Thy- 
pocycloïde le résultat suivant, qui complète un théorème énoncé 
par M. Rat dans son étude sur Thypocycloïde. {Journal de 
Math, spéciales, 1887, p. 173.) 

Les points de contact de deux tangentes rectangulaires, à 
rhypocycloïde, sont vus, de Torigine, sous un angle droit. 

Nous terminerons en donnant une démonstration géomé- 
trique d'une propriété bien connue des hypocycloïdes à trois 
et à quatre rebroussements; à savoir que leurs développées sont 
des hypocycloides semblables. 

m 

Hypocyclo'ide à trois rébr&ussements, — Reportons-nous à la 
génération de Thypocycloïde à trois rebroussements, précé- 
demment indiquée, et rappelons que (*)le rayon de courbure en 
un de ses points est égal à huit fois la distance du centre à la 
tangente correspondante. 

Soient : D un point de la courbe, DAB, la normale en ce 
point, B le centre de courbure. La perpendiculaire, en B, au 
rayon DAB rencontre a>MA au point P tel que 

<ï)P == gwM î= 9R. 

Décrivons le cercle de centre (o et le rayon 3R. 
Traçons le cercle de diamètre AP (son rayon est 9R) ; soit C 
son centre. Puis, menons la droite wQ, faisant avec OX un 

angle égal à — • 



>***-aM^ 



(') Ce théorème a été donné par M. deLongchâmps {Journal, 1884, p. 176). 
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Posons BCP = a, ABC = p, MOX = y 
Désignons enfin, par a>, Tangle POQ. 
Dans le cercle (o, on a : 

PQ= 9Ra>; 

et, pour le cercle de centre C ; 

BP = 3Ra. 
Nous allons montrer que 

a = 3(0 ; ou que BP = PQ. 

En effet, on a a = 2^. 
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Puis, dans le triangle rectangle AMD, 



r- P = ï 



égalité qui donne 



7C 



? 



10, 



Y= ^ ■+■<*>- P- 
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Enfin, dans le triangle OMa>, on a : 



7C 



P 



(2) 

d'oh 
£ii portant dans (1), on a 



— 0) = ay; 



<>> 



T=6-I' 



3co 

6 = — , 
V 2 

et, par suite, a = Sw. 

On voit donc que le point B, entraîné dans le mouvement 
d'un cercle de rayon 3R, roulant à Tinlérieur d'un cercle de 
rayon 9R, décrit une hypocycloïde à trois rebroussements. 
Elle admet, pour sommets, les points de rebroussement de la 
proposée. 

HpocyclcMe à quatre rebrotASiements, — Soient : AB une posi- 
tion de la droite mobile. M le centre instantané de rotation. Le 
centre de courbure G s'obtient en portant, à partir du point D 
(pied de la perpendiculaire al>ai8sé6 de M sur AB), une lon- 
gueur égale à 3MD. 




.^■ 












\ 



\ 



\ 



\ 



\ 



d» 



La perpendiculaire en G à DMG rencontre OM en un 
point E tel que : OE = 3OM = 4R. 
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. Traçons le cercle OE, puis le cercle de diamètre ME. Soit I 
son centre. 
Enfin, menons la droite OH faisant, avec Oa;, un angle 

égal a — • 
4 
On a dans le cercle : 

HE = 4Ra); 

en désignant par a> l'angle EOH. 

Dans le cercle I, on a : 

CE = Ra; 

en désignant par a l'angle GIE. 

Posant ICM = p, 

on a : a = 2p. 

Puis, pour le triangle BMD : 







2BMO - ~ -f- p. 
2 


D'ailleurs 




BMO r^isi-^-' 

2 


Donc 




p = 20), 

a = 40). 


De là, on 


conclut : 


CE = EH. 



C. Q. F. D. 



VARIÉTÉS 



CINEMATIQUE A DEUX ET A TROIS DIMENSIONS 

Par M. Calinon, ancien élève de TËcole Polytechnique. 

{Suite et fin, voir p. 249). 



4. — Soient maintenant, dans un espace à trois dimensions : 

(3) a5 = /i(a,p,Y) y = /;(a,p,y) ^ = /•,(a,p,Y), 

ce qui donne pour les déplacements infiniment petits : 

(4) dx = p^doL + q^dp 4- r^df^ dy = p^dcL •+-... 

dz = p^dci. + . . . 
On déduit de là, sans difficulté, les conséquences suivantes: 
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Dans des déplacements infiniment petits, les points M et T 
décrivent à la fois des figures homographiques (homographie 
conservant le parallélisme). 

Les vitesses du point M, pour toutes les trajectoires passant 
parla position Mo, sont les rayons d'un ellipsoïde de centre M® . 

Si Ton considère les déplacements infiniment petits de T sur 
une surface, les déplacements de M s'effectuent aussi sur une 
surface, et les vitesses de H pour ces déplacements, sont les 
rayons d'une ellipse, section plane de Tellipsoïde des vitesses. 

Si Ton considère le mouvement fini de T sur une surface, 
et le mouvement de M sur la surface correspondante, il y a, 
sur ces deux surfaces, deux séries de trajectoires orthogo- 
nales correspondantes. £n chaque position de M, ces trajec- 
toires sont tangentes aux axes de Tellipse des vitesses, en ce 
point. Dans ce mouvement à deux dimensions, de M, la vitesse 
à d d est le rapport de deux aires infiniment petites décrites 
par T et par M; cette vitesse est dirigée selon le plan tangent 
à la surface trajectoire de M. Elle est égale au produit des 
deux axes de Tellipse des vitesses. 

La vitesse à trois dimensions, du point M^ est le rapport des 
volumes infiniment petits décrits à la fois par M et par T : 
cette vitesse est égale au produit des trois axes principaux 
de l'ellipsoïde des vitesses; et, aussi au déterminant des neuf 
coefficients des équations (4). 

5. — Lorsqu'on a un système de points quelconques en 
mouvement, deux points quelconques décrivent des figures 
infiniment petites, homographiques à la figure correspon- 
dante décrite par T. Ainsi les déplacements infiniment petits 
simultanés, de deux points, sont homographiques. 

On verra dans notre Mémoire, la théorie détaillée du mouve- 
ment, à deux et à trois dimensions, d'un système quelconque 
de points, chacun de ces points ayant un coefficient positif ou 
négatif, analogue à ce qu'on appelle la masse en Mécanique. 

Nous avons examiné également le cas oh le coefficient de 
chaque mobile est lui-même une fonction des coordonnées 
du point T. 

Lorsque les points eu mouvement^ au lieu d'être^ qoelcon- 
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ques^ conservent leurs distances mutuelles, ils forment des 
solides invariables; nous donnons, dans notre Mémoire, la 
théorie du déplacement, à deux et à trois dimensions, des 
solides : nous allons indiquer ici les cas les plus simples de 
cette théorie. 

6é — r Un plan P dépendant de trois paramètres, on peut 
lier le mouvement d'un plan au mouvement du point T (a, p, y) 
mobile dans un espace à trois dimensions; il suffit pour cela 
que les trois paramètres de Téquation de ce plan soient des 
fonctions de a, p, y* A. chaque position de T correspond alors 
une position de P. 

Si le point T reste sur une courbe, les trois coordonnées 
a, ^, Y satisfont à deux relations, et l'équation du plan P 
ne contient plus qu'une variable indépendante. On sait qu'il 
enveloppe alors une surface réglée developpable; il touche 
cette surface suivant une génératrice rectiligne, caractérisa 
tique Au fldiU. 

Soit G, celte caractéristique ; quand le point T décrit l'élé- 
ment dt de sa trajectoire, le plan P tourne, autour de sa 

dB 

caractéristique C, d'un angle dô, le rapport -=- est la vitesse 

dt 

angulaire du plan,vitesse que nous supposons dirigée suivante. 

Si le point T reste sur une surface, le plan a un mouvement 
à deux dimensions, c'est-à-dire que ce mouvement dépend de 
deux variables indépendantes. Le plan P enveloppe alors une 
surface qu'il touche en un seul point I. On tire, de là, les consé- 
quences suivantes, que nous nousborneroDs à énoncer: 

A la position To de T, sur sa surface , correspond la position 
Po du plan P; lequel touche, en I, sa surface enveloppe S. Si à 
partir de To, T décrit sur sa surface un élément de trajectoire 
dt, le plan P enveloppe un élément de surface developpable 
et tourne autour de sa caractéristique G d'un angle ({<p; la sur- 
face developpable en question touche, en I, la surface S : ce 
point I est sur la caractéristique G. Portons la vitesse angu- 

laire du plan -r^i sur G, à partir du point I. Gette vitesse est 

ut 

le rayon d'une ellipse de centre I située, bien entendu, dans le 
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plan Po. A deux déplacements rectangulaires du point T cor- 
respondent deux vitesses angulaires de P, lesquelles sont des 
rayons conjugués de cette ellipse. 

Si le point T a un déplacement à trois dimensions; à trois 
déplacements infiniment petits suivant les arêtes d'un triëdre 
trireclangle correspondent, pour le plan, trois vitesses angu- 
laires dirigées suivant trois caractéristiques; le triangle formé 
par ces trois caractéristiques est un triangle réciproque par 
rapport à une conique fixe imaginaire. 

7. — Si à partir de sa position initiale To, le point T décrit 
un élément de trajectoire, le plan Po a, comme on sait, un de 
ses points dont la trajectoire est normale à Po ; c'est le foyer 
de ce plan. Il y a un foyer pour chaque trajectoire de T pas- 
sant par To; si Ion prend ces trajectoires sur une même 
surface passant par To, le lieu du foyer est une droite que 
nous appellerons la droite focale ; deux foyers, correspondant 
à deux trajectoires orthogonales de cette surface, forment une 
involution sur la droite focale. 

Si Ton considère en To trois surfaces orthogonales ; à cha- 
cune de ces surfaces correspond, dans le plan Po, une droite 
focale; le triangle formé par ces trois droites focales est réci- 
proque par rapport à une ellipse imaginaire. 

8. — Soit, dans un plan, une figure plane F, de forme fixe, 
qui s'y meut en fonction des coordonnées a et p du point T, 
mobile lui-même dans un plan. 

Quand le point T décrit une courbe la position de la figure F 
ne dépend plus que d'une variable ; c'est le cas ordinaire de 
la cinématique à une dimension. Le mouvement infiniment 
petit de F est alors une rotation autour d'un centre instantané. 
Si, à partir d'une, position initiale To, T se déplace infiniment 
peu dans toutes les directions du plan, à chacun de ces dépla- 
cements correspond un centre instantané de la figure F : le 
lieu de ce centre instantané est une ligne droite; à deux 
déplacements perpendiculaires de T correspondent sur cette 
droite deux centres instantanés qui décrivent une involution. 
Ces deux centres sont dits conjugués. 
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Pour un déplacement dt de T la figure tourne autour de son 

centre instantané d*uu angle d(p, -^ est la vilesse angulaire de 

la figure; à deux déplacements rectangulaires de T corres- 
pondent deux vitesse^ angulaires w et w' (elles qu'on a 
w* 4- o>'* = const. 

9. — Soit encore une figure F, de forme fixe, se déplaçant sur 
une sphère, ce mouvement dépendant des coordonnées a et p 
du point T mobile dans un plan. 

Considérons les divers déplacements infiniment petits de T 
à partir de Tq dans les diverses directions de son plan. 

A chacun de ces déplacements de T correspond une rotation 
instantanée de F, autour d*un axe passant par le centre de la 
sphère; le lieu de ces axes, pour tous ces déplacements de T, 
est un plan. Si Ton porte, sur chaque axe, à partir da centre 
de la sphère, la vitesse de rotation instantanée de la figure, 
ces vitesses sont les rayons d'une ellipse : à deux déplace- 
ments rectangulaires de T correspondent, dans cette ellipse, 
des rayons conjugués. 

10. — Nous nous bornerons à ce résumé très succinct qui 
suffit pour faire comprendre Tidée directrice de cette Cinéma- 
tique à deux et à trois dimensions. 

On trouvera, dans notre Mémoire, la théorie détaillée des 
divers mouvements dont nous venons de parler et plusieurs 
autres théories importantes : composition des mouvements 
et des vitesses; la composition des ellipses et des ellipsoïdes 
homographiques ; mouvement, à deux et à trois dimensions, 
des figures dans Tespace, etc. 

En somme, cette Cinématique générale est une extension 
géométrique de la Cinématique matérielle, le temps devenant 
une grandeur à deux ou à trois dimensions, c'est-à-dire une 
grandeur représentée par les coordonnées d'un point T dans 
un plan ou dans l'espace. 



282 JOURNAL DB MATHtiMATIQDKS 8PÉCIALKS 



QUESTION 90 

Solution par M. E. Fesqubt, élève au Lycée de Nlmefi. 



Construire le lieu des pieds des normales menées d*un point 
fixe S, à /a suite des circonférences qui touchent deux droites 
fixes données. — Examiner Z® le cas parlicuJier où le point fixe S 
est sur Vune des deux droites données; 2^ le cas où le point S 
est également distant des deux droites données ; 3^ le cas où le 
point S se transporte à V infini, dans une direction donnée. 

Faisons d'abord quelques remarques géométriques sur le 
degré et les principales propriétés du lieu. 

11 y a deux espèces de cercles touchant les deux droites 
données: les cercles ayant leurs centres sur la bissectrice Ox' 
{fig, i)y et les cercles ayant leurs centres sur Oy', seconde bis- 
sectrice. On peut prévoir qu'à chaque espèce de cercles corres- 
pondra un lieu, car les équations des deux espèces de cercles 
sont séparées. Il suffit donc d'examiner l'un des lieux; par 
exemple, celui qui correspond aux' cercles ayant leurs centres 
sur Ox\ Nous allons étudier les particularités de ce lieu en 
considérant ses points de rencontre avec une série de droites 
passant par S. 

1° Toutes les droites, issues de S, donnent deux points du 
lieu. — En effet, soit SG une de ces droites (fig, 1). Elle ren- 
contre la bissectrice Ox' en un point G; si, de ce point G comme 
centre, on décrit un cercle tangent aux deux droites DO et D'O, 
ce cercle coupe GS en deux points M et M', qui sont deux 
points du lieu. 

On voit, d'après cela, que Ox' est le lieu des milieux des 
cordes issues de S, dans la courbe proposée. 

2° Le point est un point double. — En effet, considérons 
le cercle évanouissant, de centre 0. Il est bien tangent aux 
deux droites OD et OD' et il donne, dans le lieu, les deux points 
confondus 0, 0. 

3® Le point S est un point double. — En effet, par S passent 
deux cercles de la famille considérée ; S est donc un point 
double; les tangentes en ce point sont les normales aux 
deux cercles du point S. 
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Si les deux cercles passant en S sont imaginaires, c'est-à- 
dire si le point S n'est pas dans l'angle qui contient la bissec- 
trice Ox\ S est un point isolé. 

Chaque droite, issue de S, coupe donc le lieu en quatre points, 
les points M et M' et le point double S. Le lieu est donc du 
quatrième degré. 

4<> Direction as^^mpto tique. — Les points M et M' ne seront 
rejetés àTin- 
fini, que si le 
point G lui- 
même est re- 
jeté à rinfîni, 
c'est-è-dire si 
SG est paral- 
lèle à Ox'.Ox' 
est donc une 
direction a> 
symptotique ; 
c'est, de plus, 




Fig,4. 



une direction asymptotique double ; car SC tournant autour 
de S, devient deux fois parallèle kOx\ 

En résumé, le lieu est une courbe du quatrième ordre ayant 
deux points doubles et S (le point S pouvant être un point 
isolé), et deux asymptotes parallèles à Ox\ 

La marche de la discussion géométrique précédente nous 
montre déjà l'avantage que nous aurons à chercher l'équation 
du lieu en coordonnées polaires ayant pour pôle le point S et 
pour axe polaire S.x, parallèle à Oa;'. 

Soient : OB = a, BS = 6, D OC = a. Soit encore GSx — w. Le 
triangle rectangle SBG donne : 

sin (0 
On a : CM = CM' = CA = OC sin a. 

^ ^^ ^^ «^ . . a sin a> + 6 cos o) 

Or: OG = OB-hBC = aH-6cota)=: — 



SIU (O 



L'équation polaire du lieu est donc : 

6 ^r (a sin w -H 6 cos <o) sin a ^ 
sin 0) 
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OU, en cordonnées rectilignes : 

(0 (y - ^)H^^ -^ y*) = («y -»- *^)" sin» a. 

On vérifie ainsi que le lieu est bien du quatrième degré ; que 
Torigine S est un point double, ainsi que le point (— a, 6) et 
que Sx est une direction asymptotique double. 

Les tangentes au pointdouble, à Torigine, ontpour équation : 

b*{x^ -h y*) — (ay + bx)* sin» a = o, 
ou : 6*a5* cos* a — 2abxy sin* a 4- (6* — a* sin* a)y* = o. 

Pour que ces tangentes soient léelles, on doit avoir : 
a* sin* a — cos« a(6* — a* sin* a) > o, 
ou a* sin* a — 6* cos* a > o. 

C'est-à-dire que le point S doit être situé dans l'angle DOD' 
ou dans l'angle opposé par le sommet. Delà, divers cas à 
considérer. 
Les équations des asymptotes sont : 

(y — b) = ± b sin a. 

Pour construire la courbe, ordonnons l'équation (1) par 
rapport à ce, 

(2) \ (y — 6)« — 6* sin« a | x» — 2abxy sin* a 

+ y' { (y — by — a* sin* a I = o. 
Pour que celte équation ait ses racines réelles, on doit avoir: 
a^bY sin* a- 1/« | (y - 6)« - 6* sin* a 1 1 (y - 6)* - a* sin* a | > 
ou (y — 6)* — (a* -+- 6*) sin* a > o. 

y ne peut donc varier que de 

6 — sin a \/a* + 6* à 6 + sin a y/a* -h 6*. 
6 — sin a v/a* -f- 6* est positif ou négatif suivant que 

a* sin* a — 6* cos* a 
est inférieur ou supérieur à zéro. 

Considérons la somme S et le produit P des racines l'équa- 
tion (2). On a : 

2aby sin* a 



S = 



P = 



I 1/ — 6( I + sin a) I J y — 6( I — sin a) I 
y« { î/ — 6 — a sin a)(y — b + a sin a) | 



[y — b{i ■+• sin a | | y— 6(i — sina) | 
En considérant les signes de la somme et du produit pour 

les valeurs de y com prises en tre 

b — sin a y^o* -f- 6* et ç -^ sin a y/a* -4- 6*, 
on construit facilement la courbe, d'une façon très régulière. 



JOURNAL DE MATHÉUATIQUEST SPÉCIALES 1^8o 

Trois cas sont à distinguer : 

1» a* sin* a — 6* cos* a > o. 

Les tangentes au point S sont réelles. 

1*> 6* — a* sin* a = o. 

Les tangentes à Torigine sont toutes deux dans l'angle ySx. 
Il est facile de voir que la courbe a la forme que nous lui 
avons donnée dans la fig, 2. 

Les points E et F sont entre G et H, ou en dehors de GH, 
suivant que a est inférieur ou supérieur à b. 

On peut voir, facilement, que. les points S, R, T, ainsi que 
S, P, Q sont en ligne droite. 

2° 6» - a* sin« a = o. 

L'une des tangentes à Torigine est Sy, mais la courbe con- 
serve la même forme. 

3° 6« — o« sin* a < o. 

Les (Jeux tangentes en S sont situées de part et d'autre de 
Sx, et le point F est* au-dessous de S. La forme générale de la 
courbe est encore la même. 

2<» a* sin« a — 6* cos* a = o. 

Les tangentes à Torigine sont confondues; le point S est un 
point de rebroussement et la tangente en ce point a pour 




Fig, 2. 



équation : bx — ay = o; y ne peut varier que de o à 26. La 
courbe a la forme donnée par la fig. 3. 
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Dans ce cas, le point S est sur Tune des droites DO, D'O. 




Fig.3. 
3. a" sin* a — &• cos* a < o. 

Les tan gentes en S sont imaginaires; de plus b — sin a 
\/a^ + 6* est positif. La courbe présente alors la forme de la 




Fig. 4. 

Rëmarqui^. — La droite OB, dont Téquation est y = 6, est à 
égale distance des deux asymptotes et des tangentes paral- 
lèles à Taxe des x. 

Si a = o, le point est sur Si/, et la courbe est symétrique 
par rapport à St/. • 

Cas particuliers. — 1** Le point S est situé sur la bissectrice. 
On a alors b = o; 1 équation du lieu se réduit à : 

y^(x* -\- y*) = a^y* sin" a, 
ou !/* = o (deux fois l'axe des x) 

et X* -h y* — a* sin* a .-= o, 

cercle ayant pour centre le point S et inscrit à l'angle DOD', 
résultat évident a priori. 
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2® Le point S est mobile dans une direction donnée. — Trans- 
portons Torigine au point (a, b) ; l'équation du lieu devient 2 
y*\(x — a)* -h (y -h 6)*| — {ay 4- bx)* sin» a = o. 

Divisons tous les termes de cette équation para*, en faisant 

b 

a infini et = w; il reste : 

— a 

(i + m*)y* — (y — mxy sin* a = o, 
équation de deux droites passant par 0. Ces deux droites sont 
toujours réelles. Des considérations géométriques rendent 
évident ce résultat. En effet (/ig. 5), les triangles semblables, 

OP GA CM 
OGA, OC A' donnent ^, = _, = ^^; par suite, 0, M, M' 

sont trois points en ligne droite. 

3« Suppo- 
sons enfin 
que, le point 
S restant 
fixe, le point 
s'éloigne 
à l'infini , 
dans la di- 
rection de 
Oa;';lesdeux 
droites OD 
et OD' de- 




Fig. 5. 



viennent parallèles et l'on trouve directement, pour l'équation 
du lieu : b ^ 

P = :t R, 

SIU ù> 

ou : (y - 6)*(.x» - y^) = RY- 

Le lieu est du quatrième degré ; symétrique par rapporta St/, 
et il a pour asymptote double la parallèle moyenne, repré- 
sentée par 1/ = b. Cette courbe est une conchoïde de Nicomède. 

Remarque. — On peut observer que le lieu que nous venons 
de discuter est la projection de l'intersection d'un cône et 
d'un parabcrtoïde hyperbolique équilatère. Considérons en 
effet un cône ayant pour sommet un point (0,0') (Ox' étant 
la ligne de terre) et pour trace horizontale le cercle C ayant 
son centre sur Oa;' (fig, 6). 
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GoDsidérons aussi le paraboloïde hypeibolique engendré 
par une droite s'appuyant sur les deux droites (Oc, O'c), (S, 
s'o'), et restant parallèle au plan horizontal. 




Pour trouver Tintersection de ce paraboloïde et du cône, nous 
pourrons employer des plans horizontaux auxiliaires. Ceux- 
ci couperont le cône suivant un cercle projeté horizontalement 
suivant le cercle C^ tangent aux deux droites OD, OD' de 
contour apparent horizontal et le paraboloïde suivant une 
droite projetée en SCi; car le plan horizontal est un plan 
directeur, et la droite d'intersection doit rencontrer les droi- 
tes (Oc, O'c) (S, 5V). Les points d'intersection de SGt et du 
cercle G^ seront les projections horizontales de deux points 
de Tintersection des deux surfaces; on voit ainsi Tanalogie 
complète entre la projection horizontale de cette intersection 
et le lieu précédemment cherché. 

Cette remarque permet de construire géométriquemeiit la 

tangente en un point quelconque du lieu. Celte construction 

est facile ; je ne m'y arrêterai pas. 

Nota. — Autres solutions par M. Beaurepaire, élève au lycée Charle- 
magne (école Massillon) et Séquestre, à Angoulème. 



Le Directeur-gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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